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Das vorliegende Skript zur Vorlesung Fehlerlehre und Statistik soll den Studie-
renden zur Aufbereitung des Vorlesungsstoffes dienen und erhebt weder einen
Anspruch auf Vollstandigkeit noch einen Anspruch darauf, ein Lehrbuch ersetzen
zu wollen. Insbesondere kann und will es den Studierenden einen regelmaliigen
Besuch der Vorlesungen nicht ersparen.

Alle Formeln und Beispiele wurden mit viel Sorgfalt zusammengestellt. Trotzdem
kann keine Gewahr (z.B. fur Druck- oder Schreibfehler) Gbernommen werden.

Dieses Skript folgt der sogenannten ,Hannoveraner Schule* basierend auf den
Vorlesungen von Prof. Dr.-Ing. Dr.h.c.mult. Hans Pelzer (1), der den Stoff als
hervorragender Hochschullehrer exzellent aufzubereiten verstand, so dass ich
ihn hier sehr gerne als Hauptquelle angebe. Nattrlich wurden die Inhalte umfang-
reich ergdnzt und werden stets aktualisiert. Schreibweise und Wahl der Formel-
zeichen erfolgt DIN- bzw. ISO-konform. Die Berechnung der Beispiele und das
Plotten der Verteilungsfunktionen geschieht in den Ubungen rechnergestiitzt mit
Programmsystemen wie Matlab® bzw. dem gleichwertigen Octave (reewe),

Weitergabe — auch digital — nur in unveranderter Form. Nachdruck und kommer-
zielle Verwertung nicht ohne Genehmigung.
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1 Softwarepakete fur statistische Berechnungen

1.1 Tabellenkalkulationsprogramm EXCEL (Microsoft Office ©)

Das Softwarepaket Microsoft Office © ist an vielen Arbeitsplatzen bereits standardmé-
Big auf nahezu allen Arbeitsplatz-Rechnern bzw. PC installiert und steht somit zur Nut-
zung zur Verfugung. Insbesondere das Tabellenkalkulationsprogramm EXCEL bietet
sich zur statistischen Analyse und Visualisierung an.

Analog zum Microsoft Office © bietet sich das Softwarepaket LibreOffice an. Libre-
Office ist ein leistungsstarkes Office-Paket, das den kompletten Leistungsumfang des
Microsoft Office-Pakets bietet. Auch in LibreOffice steht mit CALC eine Tabellenkalku-
lation zur Verfigung. Das Besondere ist: LibreOffice ist eine freie und quelloffene
Software. Sie kann also uneingeschrankt ohne Beachtung eventueller Lizenzbe-
schrankungen frei genutzt werden. Die Entwicklung ist offen fir neue Mitstreiter und
neue ldeen. Die Software wird taglich von einer grof3en und engagierten Benutzer-
Community verwendet und somit stéandig getestet.

Beide Software-Pakete verfligen Uber alle grundlegenden Funktionen zur Verarbeitung
gro3er Datenmengen, zur Durchfihrung von Berechnungen innerhalb in Tabellenform
gespeicherter Daten sowie zur Visualisierung der Daten und der Ergebnisse. Der
Funktionsumfang sowie der Vorrat an Befehlen zur Durchfihrung von vorinstallierten
Berechnungen ist weitgehend identisch und absolut gleichwertig. Normalerweise kann
man davon ausgehen, dass beide Systeme untereinander kompatibel sind und sich die
mit einem System angelegten Tabellen auch mit dem anderen System 6ffnen und wei-
ter verarbeiten lassen.

1.1.1 EXCEL-Schulungen

EXCEL ist in der Regel durch die IT-Administratoren vorinstalliert und wird durch die
Verbreitung an vielen Arbeitsplatzen bereits umfassend genutzt. Eine Installation muss
daher nicht durch Sie erfolgen.

Sollten Sie sich bereits mit EXCEL auskennen und Ihren eigenen Arbeitsstil gefunden
haben, so missen Sie sich keinesfalls umgewthnen. Seien Sie versichert: Viele Wege
fuhren zum Ziel.

Fur den Fall, dass lhnen die Grundkenntnisse zum Arbeiten mit EXCEL fehlen oder
Sie |hre Kenntnisse auffrischen oder erweitern wollen, stehen lhnen umfangreiche
Schulungen zum Selbststudium online oder zum Herunterladen zur Verfligung.

Online-Schulung in EXCEL:

https://support.office.com/de-de/article/Excel-Schulung-9bc05390-e94c-46af-a5b3-
d7c22f6990bb?ui=de-DE&rs=de-DE&ad=DE

EXCEL-Schulungen zum Herunterladen:

https://support.office.com/de-de/article/Office-2010-Schulungen-herunterladen-
7f477c0f-d72f-4848-b960-98bf08d779ab
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1.2 Tabellenkalkulationsprogramm CALC (LibreOffice)

1.2.1 Installation von LibreOffice

LibreOffice hat zwar den Vorteil, eine freie und kostenlose Software zu sein, so dass
Sie es umfassend ohne Lizenzrechte zu verletzen nutzen kénnen, es ist jedoch norma-
lerweise nicht standardmafiig bereits an allen Buro-Arbeitsplatzen installiert. Oftmals
scheitert sogar der Versuch, es selbst am eigenen Arbeitsplatz zu installieren, da
Ihnen als Standard-User nicht die notwendigen Nutzerrechte zum Installieren vorlie-
gen.

Als Losung bietet sich eine portable Installation des LibreOffice-Pakets beispielsweise
auf einem USB-Stick (kann somit tats&chlich mitgenommen werden) oder auch direkt
auf der Festplatte an.

Link zum Herunterladen der portablen LibreOffice-Versionen:
https://de.libreoffice.org/download/portable-versions/

1.2.2 CALC-Schulungen

Grundsatzlich sollten Sie nach dem Selbststudium der unter 1.1 genannten EXCEL-
Kurse auch in der Lage sein, dieselben Aktionen und Rechenoperationen mit CALC
durchzufiihren. Aber auch fur das LibreOffice-Paket sowie die Tabellenkalkulation
CALC stehen Online-Schulungen zur Verfugung.

Online-Schulung in CALC:
http://www.akademie.de/thema/openoffice-libreoffice

1.3 Mathematische Software
1.3.1 MATLAB

MATLAB ist eine kommerzielle Software des US-amerikanischen Unternehmens
MathWorks zur Losung mathematischer Probleme. MATLAB bietet eine einfache und
produktive Softwareumgebung, die in erster Linie von Ingenieuren und Wissenschaft-
lern genutzt wird. MATLAB dient nicht der symbolischen, sondern vorrangig der nume-
rischen (zahlenmé&Rigen) Loésung von Problemen. Dazu sind grol3e Toolboxen fur na-
hezu alle denkbaren mathematischen Problemstellungen vorhanden. MATLAB zeich-
net sich durch sehr hohe Rechengeschwindigkeiten aus.

Der Einstieg in MATLAB ist auch fur unerfahrene Nutzer relativ einfach. Immer wieder-
kehrende Rechenschritte konnen in MATLAB in sogenannten ,m-files* abgespeichert
werden. Diese ,m-files" bilden also kleinere ,Programme” oder auch ,Skripte®, die in
MATLAB als Interpreter beliebig oft ausgefuhrt werden kénnen. MATLAB bietet sich
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daher fur die statistische Auswertung und Visualisierung auf3erordentlich an. Zur
Durchfihrung muss jedoch eine lizensierte, kommerzielle Version vorhanden sein, was
nicht preiswert ist.

Fur ein kommerzielles Softwarepaket dieser Gréf3enordnung werden selbstverstand-
lich auch kommerzielle Schulungen angeboten. Durch die grof3e Verbreitung im wis-
senschaftlichen und Hochschul-Bereich, existieren aber auch geniigend Materialien
zum Selbststudium, die sich mit Hilfe von Suchmaschinen leicht finden lassen. Daher
hier nur zwei Beispiele:

Link zum Herunterladen von MATLAB-Schulungsmaterial:

https://www-m11.ma.tum.de/fileadmin/w00bnb/www/people/karpfinger/MATLAB-
Tutorial.pdf

Online-Schulung in MATLAB:
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs4/

1.3.2 GNU Octave

Als Alternative zu MATLAB bietet sich die unter GNU-Lizenz stehende und somit frei
verfugbare Software Octave an. Die von Octave verwendeten ,Befehle” und somit die
~SKriptsprache” ist von MATLAB abgeleitet und somit nahezu kompatibel. Die Funktio-
nalitdt von GNU Octave entspricht weitgehend der Basisversion von MATLAB. Mit Hil-
fe weiterer Zusatzpakete wie octave-forge und Ersatzfunktionen des Mathworks File-
Exchange |asst sich fast 100%ige Kompatibilitat erreichen.

Fur das GNU Octave existieren sehr viele Versionen und unterschiedliche Benutzer-
oberflachen fur alle gangigen Betriebssysteme. Welche man nutzt, ist reine Ge-
schmackssache. Dasselbe gilt fur die online zur Verfiigung stehenden Schulungsmate-
rialien oder Online-Kurse. Daher kénnen mit den folgenden Links hier nur Beispiele
gegeben werden:

Link zum Herunterladen verschiedenster Octave-Versionen:
https://www.gnu.org/software/octave/download.html

Link zum Herunterladen des Octave-Schulungsmaterial:
https://www.gnu.org/software/octave/octave.pdf

Online-Schulung in Octave:
http://math.jacobs-university.de/oliver/teaching/tuebingen/octave/octave/octave.html
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2 Mathematische Grundlagen

2.1 Matrizenalgebra

Allgemein versteht man unter einer ,Matrix“ (plural ,Matrizen*) eine rechteckige Anord-
nung von Elementen in einer Art Tabellenform. Bei den Elementen handelt es sich im
Falle von mathematischen Problemen generell um Zahlen, die in Zeilen und Spalten
tabellenférmig angeordnet sind.

Matrizen kdnnen beliebige Dimensionen annehmen. Im Falle dieser Vorlesung gehen
wir generell von 2-diemnsionalen Matrizen aus. Sollten die Daten in einer einzigen Zei-
le oder Spalte vorliegen, sprechen wir von einem ,Vektor“. Eine einzelne Zahl wird als
~Skalar‘ bezeichnet, kann aber auch als eine einzeilige und einspaltige Matrix aufge-
fasst werden.

Viele erhobene Daten liegen heutzutage in Tabellenform vor. Liest man Datensatze in
eine Software ein, so geschieht dies in der Regel spaltenweise, so dass die einzelnen
Daten-Elemente untereinander stehen, oder zeilenweise, so dass die Daten in einer
Zeile hintereinander, gegebenenfalls mit sogenannten ,Trennzeichen* abgespeichert
werden. Diese Datenreihen entsprechen formell Vektoren oder Matrizen.

Mit Vektoren und Matrizen kdnnen nach den Regeln der Matrizenalgebra beliebige
Rechenoperationen ausgefuhrt werden. Insbesondere komplexe Gleichungssysteme
und die Verarbeitung grof3er Zahlenmengen lassen sich mit Hilfe der Matrizenalgebra
tbersichtlich darstellen und I6sen. Daher bietet sich die Matrizenschreibweise nicht nur
fur die Programmierung sondern ganz besonders fur die Durchfiihrung statistischer
Auswertungen sowohl durch Auswertung mittels mathematischer Software (Ab-
schnitt 1.3) als auch fur die Anwendung von Tabellenkalkulationen an (Abschnitt 1.2).
Die eigentlichen mathematischen Operationen Ubernimmt das Tabellenkalkulations-
programm. Jedoch sind zum Verstandnis der mathematischen Hintergriinde und der
Auswerteablaufe Grundkenntnisse der Matrizenalgebra durchaus hilfreich.

2.1.1 Notation

Die Schreibweise von Matrizen war eindeutig geregelt in der Norm DIN 5486, welche
jedoch mittlerweile vom DIN zurlickgezogen wurde. Diese Norm wird jedoch noch im-
mer von anderen Normen zitiert wie z.B. in folgender Form:

Begriffe, Kurzzeichen und Formelzeichen DIN
im Vermessungswesen 18 7_09
Ausgleichungsrechnung und Statistik Teil 4

Wo dies zweckméBig ist, wird weitestgehend von der Matrizenalgebra Gebrauch gemacht nach DIN 5486.
Die Matrizensymbole sind in Antiqua (halbfett) zu setzen. In Schreibmaschinentexten sollten die Matrizen-
symbole durch Unterstreichen kenntlich gemacht werden.

Das Kenntlichmachen von Matrizensymbolen durch Unterstreichen hat eher Bedeu-
tung bei der handschriftlichen Darstellung. Der Hinweis zu Schreibmaschinentexten ist
heutzutage eigentlich komplett obsolet. Jedoch bedenke man, dass auch ein compu-
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tergeschriebener, hochwertiger Laser-Ausdruck in ,halbfett* spatestens in der dritten
Fotokopie einer Kopie nicht mehr als ,Halbfettdruck” erkennbar ist.

Mit modernen Textverarbeitungen 0.4. ist ein entsprechender Satz auch von Formeln
problemlos mdglich:

Skalare : «x Matrizen: x oder x
Cla — =
Microsort e bl Zufallsgroen
E Office Il\J/Iessv%erte u’ﬁ oder u)_cl
etc. !

Bewahrter ,,Hochschulkompromiss* ist eine Kombination aus Fettdruck und Unterstreichung: X
u,l

2.1.2 Darstellung von Matrizen und deren Elementen

Eine Matrix oder auch ein Vektor besteht aus mehreren Elementen. Um die Dimension
(GréRe) einer Matrix anzugeben, gibt man unter dem Matrixsymbol a die Anzahl der

Zeilen z und Anzahl der Spalten s der Matrix an.
Ein bestimmtes Element a, innerhalb der Matrix a beschreibt man durch Angabe

zweier Indices j und k; der Zeilennummer j und der Spaltennummer k. Bei Vektoren
reicht die Angabe eines Indexes aus. Durch Transponieren der Matrix, was durch ein

hochgestelltes 7 am Matrizensymbol a” kenntlich gemacht wird, tauschen die Elemen-

te der Matrix ihre Zeilen- und Spaltennummer.

4
Vektor: a=|aq, Transponierter Vektor:  a’ =[a, a, a,]
31 13
as
. Ay
- . . T app 4y a4y
Matrix: a =|a, a, Transponierte Matrix: a =
32 28 |4 ap ap
a3 Qg
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2.1.2 Addition, Subtraktion und Multiplikation von Vektoren

Zwei Vektoren a und b lassen sich elementweise addieren bzw. subtrahieren, wenn
z,l

z1
die Anzahl der Zeilen z in beiden Vektoren identisch ist, bzw. bei einzeiligen Vektoren,
wenn die Anzahl der Spalten identisch ist.

a by
Vektoren: a=|a, b=|b,
31 31
as by
a b, a, +b,
Addition: c=a+b=|a, |+|b, |=|a,+b,
31 31 31

a, by a, +b,

' =a’"+b" =[a, a, a,|+[p, b, b)=[a,+b a,+b, a,+b,]

a b, a,—b

Subtraktion: c=a-b=|a, |—|b,|=|a,—b,
31 31 31

as by a; — b,

cT:21§—l)’§=[a1 a, a]-[b, b, b]=[a,=b a,-b, a;-b,]

Zur Multiplikation zweier Vektoren aluT und b1 (hier die Faktoren) sind jeweils die Zeilen

des ersten Faktors (Multiplikators) mit den Spalten des zweiten Faktors (Multiplikand)
elementweise zu multiplizieren und danach aufzusummieren. Demnach kann eine Mul-
tiplikation nur durchgefuhrt werden, wenn der Multiplikator genauso viele Spalten hat
wir der Multiplikand Zeilen.

Multiplikation:
2
T
1c1=5113'3b1=[a1 a, as]' b, :[al'bl"'az'b2+a3'b3]=[cl]
b,
a, a b, a b, a,-b, Ciy G Cgg
T
3c3:31-?3: a; '[bl b, b3]: ay by ay-b, a,-by|=|Cy Cp Cy
as as-b a; b, ay-by Cy Cyp Cg

Die Reihenfolge, in der man multipliziert gibt die Dimension des Ergebnisses vor. Es
ist also entscheidend, ob man ,von links" oder ,von rechts* mit einem Vektor multipli-
Ziert.

Multiplikationsregeln:

a’-b=b-a” aber a”-b=b"-a bzw. a-b” #b”-a aber a-b’ =b-a’
1,3 31 31 1,3 1,3 31 1,3 31 31 1 1, 1 1, 1,3
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2.1.3 Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen

Analog zu 2.1.2 lassen sich zwei Matrizen a und b elementweise addieren bzw. sub-

trahieren, wenn die Dimension der Matrix — also Anzahl der Zeilen z und der Spalten s
— in beiden Matrizen identisch ist

;. Ay by by
Matrizen: a=|\a, a, b =|b, b,
3,2 3,2
a3 dgp by by,
Addition:
. dp by by, ay+by  a,+by,
302 = 332"' 3b2 =|ay Ay |+| by by |=|ay+by ay,+by,
a3 dap by by Ay +by Gy +by
o —al+b” = |:a11 an a31:| + {bn by b3l:| _ |:a11 +by  aytby  ayt bsl}
28 23 23 yp Gy dy by, b, by a,+by, ay+by azy+by,
Subtraktion:
a4y by by, a,—by a,-by,
c=a-b=\a, a,|-|b, b,|=|a,-b, a,—b
o ATy 21 Ay 21 O 2170y Ay =Dy
dz  dgp by by Ay —by Ay —by,
o —al—p’ = |:all ayn am} _{bn by, b3l:| _ |:all by ay—by ay _b31}
23 23 23 A, Gy dyp by by by a,—b, ay-—b, a;—by

Auch analog zu 1.2.2 sind zur Multiplikation zweier Matrizen a”

ren) jeweils die Zeilen des ersten Faktors (Multiplikators) mit den Spalten des zweiten
Faktors (Multiplikand) elementweise zu multiplizieren und danach aufzusummieren.

und b (hier die Fakto-

Multiplikation:
by by,
c=al-b= |:a11 an a31:| by by |= |:a11 by +ay by +ag by ay by +ay by, +ay by :| _ |:C11 C12:|
222332 @, Ay Ay by by, Ay by +ay, by + gy by g, by +ay, by tag, by, Cn Cp
Gy by by by ay by +ay-b, ay-by+a,-by, ay-by+a,-by Cy Cp Cp
3?3 = 32"2'22 =|Gn dp '|:b b b } =y byt ay by, ay-by+ay by Ay by +ay,-by |=Cy Cp o Cp
a3 Ay v gy by +ag by  as by +as by  ay by +as by Cyi C3p Cy

Die Reihenfolge, in der man multipliziert, gibt wieder die Dimension des Ergebnisses
vor. Es ist also erneut entscheidend, ob man ,von links* oder ,von rechts* mit einer
Matrix multipliziert und es kann auch hier eine Multiplikation nur erfolgen, wenn der
Multiplikator genauso viele Spalten hat wir der Multiplikand Zeilen.

T T
auRere Dimensionen... Lio Lk kik ki ik nur wenn innere
gleich Dimension des T : oo : Dimensionen
Ergebnisses! Ra— - identisch!
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2.1.4 Formen von Matrizen

In der Literatur findet man oftmals Bezeichnungen fur Matrizen die einzig von deren
aulRerer Erscheinung abgeleitet sind, jedoch durchaus Charakteristika bei deren Ver-
wendung in Rechenoperationen verraten.

hohe Matrix " unteres Dreieck" " oberes Dreieck"

Cy Cy, | " breite Matrix" c, 0 O Cy Cp, Cy
L= Cau Cp c = {Cn C Clsl 3?3 =[Cy Cp O 393 =0 ¢, Cy
u C31 C32 8 ClZ C22 C23 C31 C32 CS3 0 0 CS3
quadratisch quadratisch, symmetrisch ~ Diagonalmatrix Einheitsmatrix

Cll C12 Cl3 Cll C12 C13 Cll O 0 1 O O
5= Ca Cpn Cp 5T Ciz Cop Cp A 0 ¢, O 31’3 =10 10
D C3l C32 C33 S C13 C23 C33 O O C33 \ O O 1

Grol3e Bedeutung kommt der Einheitsmatrix I zu, deren Bedeutung einer ,1“ gleich

n,n

kommt.

2.1.5 Spur, Determinante, Rang einer Matrix

Spur einer Matrix

= Sp(c) = ¢y +cpy + g

Determinante einer Matrix

€y Cp
¢ = = det(c)=cyy-cp—cpp-cy
Crp Cp

Rang einer Matrix

Anzahl linear
£= = Rg(c) = {unabhangiger
' Spalten/Zeilen

wenn det(c)=0 = Rg(c)<ZahlderSpaltennvon ¢ = ¢ istsingular
nn nn nn

nn

wenn det(c)#0 = Rg(c)=~Zahlder Spaltennvon ¢ = ¢ istregular
n,n n,n nn

nn
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2.1.6 Inversion einer Matrix

In den oben behandelten Rechenregeln fehlt bisher die Division mit einer Matrix. Ge-
nerell 1asst sich nicht ,,durch eine Matrix teilen®.

Aus der Mathematik wissen wir, dass man statt ,durch eine Zahl zu teilen* genauso gut
mit deren Kehrwert multiplizieren kann. Also statt ,durch 2 zu teilen* kdnnen wir ge-

1 R
nauso mit = multiplizieren.

Als eine Definition fur die Division kann man sich tberlegen, dass man ,1" herausbe-
kommen muss, wenn man eine Zahl mit ihrem Kehrwert multipliziert; also 2%:1 bzw.

5-2 =1. Dies lasst sich auf Matrizen tbertragen, indem man zu einer Matrix ¢ deren

inverse Matrix ¢ mit genau diesen Eigenschaften sucht.

n,n

Inverse einer Matrix

-1
c c cC c
1“2 -1 1 2 = -1
c = , €= = c¢¢c =1 bzw. ¢ -c=1
22 | ¢y Cypy 2,2 Cpy  Co 22 22 22 22 22 272
| J
existiert nur, wenn Matrix ¢ regular !
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3 Begriffsdefinitionen
3.1 Statistik allgemein

Definitionen

Statistik: von ,staticum” (lat.) ,den Staat betreffend* oder ,,Zustandsbeschreibung des
Staates* (=> z.B. Aufzeichnung von Geburten oder Sterbeféllen in Kirchen-
blchern)

Statistik: ... ist die Lehre von Methoden zum Umgang mit quantitativen Informatio-
nen (Daten). Sie ist eine Mdglichkeit, eine systematische Verbindung zwi-
schen Erfahrung (Empirie) und Theorie herzustellen. Sie ist damit unter an-
derem die Zusammenfassung bestimmter Methoden, um empirische Daten
zu analysieren. (WIKIPEDIA, 2011)

Statistische Grundaufgaben: Beschreiben, Schatzen, Entscheiden

Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit
(SACHS, Angewandte Statistik, 1996)

Typische Fragestellungen in der Geodasie (Kuhimann/Schwieger 2001)

o Wie genau ist meine Streckenmessung?

o Ist die Genauigkeit der Winkelmessung ausreichend um eine Koordinate auf
2 cm zu bestimmen?

o Wie berechne ich die Genauigkeit fur eine Funktion der Beobachtungen?

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit Uberschreitet ein Messwert einen vorgege-
bene Grenzwert?

3.2 Der Begriff des ,Fehlers” in der Geodasie

.Fehlerfreie, vollkommen perfekte Messungen (Beobachtungen) ohne jegliche Abwei-
chungen sind infolge von Gerateungenauigkeiten, Verbliebenen Restfehlern (nach Ka-
librierung/Justierung), der Unzulanglichkeit der menschlichen Sinne und anderen &u-
Reren Einflissen (Umwelt) nicht moéglich.

(Geodatische) Messungen mussen im Hinblick auf ihren jeweiligen Zweck mit einer
anwendungsorientierten Genauigkeit ausgefuhrt werden.

Um die Genauigkeit einer Messung zu erh6hen und aus Kontrollgrinden, werden die
Beobachtungen (= Messungen) in der Regel mehrere Male wiederholt.

Der haufig verwendete Begriff ,,Fehler” ist eigentlich so nicht richtig und somit zu ver-
meiden. Meist handelt es sich lediglich um ,Abweichungen®.

Keine andere Ingenieurwissenschaft spricht in ihrer Fachterminologie davon,
dass sie ,Fehler macht*! Warum sollte die Geodasie dies tun und sich unter
Wert verkaufen?

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
I University of Applied Sciences Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018

11



12

Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

Aufgaben der Fehlerlehre

Bei der Auswertung der Messungen entstehen die folgenden Aufgaben:

a) aus den Beobachtungen den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten Gro3e ablei-
ten (z.B. Mittelwert)

b) eine Mafl3zahl fur die Genauigkeit einer einzelnen Beobachtung der Messreihe an-
geben (z.B. Standardabweichung)

c) die Genauigkeit des Mittelwerts und dessen Vertrauensbereich abschatzen

d) die Genauigkeit von aus beobachteten Werten abgeleiteten Grol3en abschatzen
(,Fehlerfortpflanzung®).

Fehlerarten bzw. Arten von Abweichungen

Fehlerart

Beschreibung

Ursache

Bekampfung

Grobe Fehler

absolut fehlerhafte
Messwerte, z.B. Irrtiimer,
Verwechslungen, Zah-
lendreher

Meist zurlickzufuhren auf
menschliches Versagen

Unabhéngige Kontrollmes-
sungen und -rechnungen

Systematische
Abweichung

friher

Systematische
Fehler

Nicht beherrschbare oder
unbekannte Fehlerein-
flisse, die bei gleichen
Bedingungen immer mit

dem gleichen Vorzeichen
im selben Sinn wirken,

z.B. Temperatur, Refrak-

tion, Kalibrierfehler

Fehlerhaft/unzureichende
Kalibrierung, systematische
Einflisse (Temperatur, Wind,
etc.), fehlerhafte Bedienung

Lassen sich nicht durch Wie-
derholungsmessungen elimi-
nieren

=> sorgfaltige Kalibrierung,
geeignete Messverfahren
und —prinzipien

Zufallige Ab-
weichung

friher

Zufallige Fehler

Nach Abzug der anderen
Fehler verbleibende Ein-
flusse zufélliger Natur
(unterschiedliche Vorzei-
chen)

Entstehen durch Zu-

sammenwirken vieler

kleiner Einzelanteile
(Elementarfehler)

Unvollkommenheit der
menschlichen Sinne und der
Messinstrumente, zufallige
Veranderungen der Umwelt-
bedingungen

Einfluss durch Messhaufung
(Wiederholungsmessungen)
zu mindern.

Liefern zusammen mit Werk-
zeugen der Statistik ein Mal3
fur die Gute der Messung

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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4 Zufallsgrof3en
4.1 Grundbegriffe

4.1.1 ZufallsgréfRe X:

e ist das durch eine Zahl ausgedrickte Ergebnis eines Experiments, dessen Aus-
gang innerhalb gewisser Grenzen ungewiss ist.

e Kann in einem bestimmten Wertebereich verschiedene Werte annehmen
(Messwert x;)

e Fir jeden Messwert x; lassen sich die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(x;) an-
geben

4.2 Klassifizierung
4.2.1 Diskrete Zufallsgrol3e

Der Wertebereich besteht aus abzahlbar vielen, diskreten Werten
W(X) = {x;, %, Xg0..0, X, |

Beispiele: - Die Augenzahl bei einem Wirfelspiel mit zwei Wirfeln ist eine Zufalls-
groRe, deren Wertebereich nur (ganze, einzelne) Zahlen 2, 3, ..., 12 um-
fasst.

- Ergebnis beim Roulette
- Sieger beim Pferderennen (Starthummer)

Wegen der Beschréankung auf diskrete Zahlen spricht man von einer diskreten Zufalls-
grofie.

Die folgenden Beispiele 1 und 2 verdeutlichen dies recht anschaulich.

Beispiel 1: Munze ,Kopf oder Zahl*
Bei einer symmetrischen Minze ist nach unendlich vielen Wirfen das Er-
gebnis ,Kopf‘ genauso wahrscheinlich wie das Ergebnis ,Zahl*. Also ma-
thematisch: Wie grol3 ist demnach die Wahrscheinlichkeit (Probability P) fur
~Kopf* bzw. fur ,Zahl*?
fir n >o: P(Kopf’) = P(,Zahl*) = % = 50%

Beispiel 2: Wahrscheinlichkeiten bei einem einzigen Wiurfel
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit (Probability P) fur ein Ergebnis bei ei-
nem symmetrischen Wirfel nach unendlich vielen Wirfen?
Die Wahrscheinlichkeit ist fiir alle sechs Mdglichkeiten gleich grof3:
firn—>ow: P(E)=P(O)=P(A)=P(0Q)=P(A)=P(E3)=1/6=1667%

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
I University of Applied Sciences Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018
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Definition: Falls bei einem Experiment n sich gegenseitig ausschlieRende und gleichmdg-
liche Ergebnisse erzielt werden kénnen und falls n, dieser Ergebnisse mit dem
Ereignis 4 verbunden sind, dann ist die Wahrscheinlichkeit P(4) des Ereignis-

ses A: P(A4)= M4
n

Problem: gilt nur fir Experimente mit vorhersagbaren Ereignissen!

Beispiel 3: Wahrscheinlichkeiten bei einem einzigen Wirfel
Bei insgesamt 300 Wirfen mit einem symmetrischen Wiurfel wurde 48 x (=]
und 51 x (3 gewdrfelt. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit (Probability P),
dass entweder eine () oder eine (J gewdrfelt wird?

Empirisch:  P(4)="4 = P(@oder D)= 4843 _ 4330 _ 3300
n

Theoretisch: P((J) + P((J)=1/6 + 1/6 = 2/6 = 0,3333 = 33,33%

fur ein Ergebnis bei einem symmetrischen Wirfel nach unendlich vielen Wirfen?
Die Wahrscheinlichkeit ist fir alle sechs Mdglichkeiten gleich grof3:
firn—>w: P(A)=P(O)=P(D)=P(2)=P(E)=P(E3)=1/6=16,67%

Beispiel 4: Wahrscheinlichkeiten beim Wurf einer Minze

4a: Eine symmetrische Mlnze wird jeweils 3x nacheinander geworfen. Wie
grol3 ist die Wahrscheinlichkeit (Probability P), dass als Ergebnis der drei
Wirfe 3x Zahl erscheint?
Es wird anschaulich, wenn man sich alle mdglichen Félle aufzeichnet, wie
oft ,Kopf“ (,0%) bzw. wie oft ,Zahl* (,X “) erscheinen kann.

X X

Es existieren 8 gleich wahrscheinliche Méglichkeiten:

© N o kW=
O N O O XN N O X
O O X O X O X
O O O X O ™ X

Daher ist die Wahrscheinlichkeit fir den Fall, dass 3x nacheinander
SZahl* (LX) erscheint:  P(,X X X “)=1/8=0,125=12,5%

4b: Wieder wird die symmetrische Minze jeweils 3x nacheinander geworfen.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit (Probability P), dass als Ergebnis der
drei Wirfe 2x ,,Zahl* (,, X X*) erscheint?

Das Ergebnis 2x .,Zahl“(,X X*) erhdlt man zusammen mit jeweils
1x ,Kopf* (,0) in den drei Fallen 2., 3. und 4., aber auch einmal im Fall 1. mit
3x ,Zahl* (,X X X*). Alle Falle haben dieselbe Wahrscheinlichkeit P = 1/8:

P(,X X“)=3/8+1/8= 4/8= 1/2=0,5 = 50,0%

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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4c: Fragt man bei der jeweils 3x nacheinander geworfenen symmetrischen
Minze danach, wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit (Probability P) ist, dass
als Ergebnis der drei Wirfe das gleiche Ergebnis erscheint, so trifft dies nur
flr zwei der acht Méglichkeiten zu namlich,,0 0 0“und , X X X*:

P(,0009+P(X X X“)=1/8+1/8=1/4=0,25=25%

4.2.2 Stetige Zufallsgrofe

Der Wertebereich ist ein Intervall I. auf der Zahlengeraden

0 a b

W(L)=(a,b)

l,el, mitj=123,..,n

n Realisierungen /; (Beobachtungswerte) fir die Zufallsgrofe L.

Anwendund:

Messgrole:

Realisierungen:

Stichprobe:

Beispiel 1:

Fur das Ergebnis einer Streckenmessung zwischen zwei gegebenen
Punkten ist bei einer genigend feinen Auflosung innerhalb gewisser
Grenzen (Intervall) jeder Zahlenwert denkbar. Derartige Zufallsgrof3en
werden stetig genannt.

Werden die Werte einer Zufallsgréf3e durch direkte Messung bestimmt,
spricht man von einer MessqgroRRe, bezeichnet mit L.

Die Messwerte /;, (j=1,2,...,n ) sind Realisierungen der Messgrofie L.
Die Realisierungen liegen oft in diskreten Abstanden vor.

- Menge der Beobachtungswerte (Realisierungen)

- Umfang » der Stichprobe (Anzahl der Realisierungen)

- Grundgesamtheit (n — )

Korpergrol3e aller Studierenden

- Wertebereich: W (L) =(0,) z.B. W(L) = (1.00m,2.50m)

- Grundgesamtheit: Alle Studierenden einer bestimmten Population
- Stichprobe: z.B. n Studierende Ihres aktuellen Semesters in NB
- Beobachtung /;: KorpergrofRe von Student(in) j

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Beispiel 2: Lange einer Strecke zwischen zwei Punkten

Wertebereich: W (L) =(0,0) z.B. W(L) = (99.000,100.000m)

Grundgesamtheit: Alle denkbaren Messergebnisse im Intervall
Stichprobe: z.B. n Messwerte /; fir die Strecke
Beobachtung /: Messwert Nummer j von n

Unterschied: - Streckenldnge L besitzt einen wahren Wert L und einen Mittelwert L,

auch wenn wir den wahren Wert nur sehr selten wirklich kennen.

- Korpergrol3e L besitzt keinen wahren Wert L , bestenfalls einen Mittel-

wert L

Beispiel 3: Temperaturmessung mit einem Thermometer

Wertebereich: (L) =(0,%) z.B. W(L)=(-40°C,+40°C)

Grundgesamtheit: Alle denkbaren Messergebnisse im Intervall
Stichprobe: z.B. n Ablesungen /; fur die Temperatur
Beobachtung /: Ablesung Nummer j von n

Unterschied: - Streckenlange L besitzt einen wahren Wert L und einen Mittelwert L,

auch wenn wir den wahren Wert nur sehr selten wirklich kennen.

- Korpergrol3e bzw. Temperatur L besitzt keinen wahren Wert L , besten-

falls einen Mittelwert L

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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4.3 Verteilung einer Zufallsgrof3e
4.3.1 Haufigkeitsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte

Problem: Grdl3ere Beobachtungsreihen werden schnell untibersichtlich
Ziel: Komprimierung der Information
Lésung: Klassifizierung der Beobachtungen

Die Messgrol3e L ist n-mal bestimmt worden. Man spricht von einer Stichprobe vom
Umfang n.
l,,j=12,.,n.

Messwerte /; werden bei Wiederholungsmessungen seltenst denselben Zahlenwert
annehmen, sondern entsprechend den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
innerhalb eines gewissen Bereichs um einen (theoretischen) Mittelwert (den Erwar-
tungswert y) zufallig streuen. Messwerte /; liegen also innerhalb eines bestimmten In-
tervalls /a,b]

a<l,<b ,VI,

JI

Das Intervall /a,b] lasst sich in m Klassen K, der Breite Ax einteilen

b—a
—t

Ax =

Absolute Haufigkeit k,: Anzahl k, der Messwerte in der Klasse K,

Fur die &, gilt: 0<k,<n ,denn Y k =n
i=1

Die Darstellung erfolgt entweder als Histogramm (Treppenkurve) mit m Séulen der Hohe %, oder als
Haufigkeitspolygon, bei dem die einzelnen %, durch Linien verbunden werden.

Ak(xi,Ax) Absolute Haufigkeit

v

ZJﬁ I

2001 Hdufigkeits-

m Sfunktion
1501 / AN
100 / 4 : Hdufigkeits-

polygon
4
1.2 N N

50 |- ) {
Al 1]l l\\

|
ax, X X X; me

A 4

>
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Relative Haufigkeit 4,: Verhaltnis der k£, zum Umfang » der Messreihe.

Far die A, qilt:

hizh(xi,Ax)zﬁ
n

i=12,.

wm

Oﬁh(xi,Ax)Sl ,denn ih(xi,Ax)=
i=1

i=1 N

Alle Klassen zusammen betrachtet bilden die Haufigkeitsfunktion.

Die Darstellung erfolgt als Histogramm mit 7 Saulen der Héhe 4, oder als oder Haufigkeitspolygon,
bei dem die einzelnen 4, durch Linien verbunden werden.

Ah(x,~,Ax) Relative Haufigkeit
. ; .
Hdufigkeits-
m funktion
031 /BTSN
02} / \ Haluﬂgkelts
v AN poltygon
[/ N
ot N
I I | | I | | I >
ax X X X x, P

Nachteile der Haufigkeitsfunktion: «) bei kleinen n (geringe Anzahl von Messwer-

Abhilfe fur a):

ten) wenig reprasentativ
b) Funktion ist nicht stetig

Ubergang auf die Grundgesamtheit (n — )

Eine Messreihe vom Umfang » = cowird als Grundgesamtheit bezeich-
net. Fur sie konvergiert die relative Haufigkeit zu ihrem Grenzwert, der
Wahrscheinlichkeit. p(x; Ax):

Wahrscheinlichkeitsfunktion

(s 5) = lim| % (s, &)

(fir n —> 00iist die Funktion reprasentativ)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Abhilfe fiir b): Ubergang auf die Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Form der Wahrscheinlichkeitsfunktion hangt nicht nur ab von der Lage des Bal-
kens (Klasse) auf der Zahlengeraden, was durch x; gekennzeichnet wird, sondern auch
von der Breite Ax der Klasse. Es wéare eine unabhangige Darstellung wiinschenswert.

Diesen Mangel kann man beseitigen, indem man die Wahrscheinlichkeitsfunktion

durch die Klassenbreite Ax dividiert und Klassenbreite differentiell schmal werden
lasst (Ax — dx).

=> es folgt als Grenzfall die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

Ax—>dx

lim (%j = (%) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

(Damit werden die Unstetigkeiten beseitigt)

Stetige Funktion f(x) des Parameters x, die Auskunft Gber die Wahrscheinlichkeit P
gibt, mit der eine Messgrol3e L zwischen den Grenzen x und x+dx fallt.

p(xi,dx) = P(x <L<x+ dx) = f(x)dx

A

x x+dx
Wabhrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsgréfie (schraffierte Flache)

Zp(xi,dx) = Tf(x)dx =1

(Notwendige Bedingung fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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4.3.2 Summenhaufigkeitsfunktion und Verteilungsfunktion

Die Haufigkeitsfunktion aus 4.3.1 gibt die relative Haufigkeit von Beobachtungswerten
in bestimmten Teilintervallen des Wertebereichs an. Samtliche Messwerte fallen in das
Intervall /a,b], das in m Klassen der Breite Ax unterteilt ist (oft weniger interessant).

Das Verhdltnis der k£; zum Umfang der Messreihe n wurde als Haufigkeitsfunktion #;
eingefiihrt in der Form &, =h(x,,Ax)=k,/n mit i=12,..,m, wobei m die Anzahl der
Klassen war.

Die hier zu definierende Summenhaufigkeitsfunktion gibt die relative H&aufigkeit von

Beobachtungswerten an, die nicht groRer als ein bestimmter Grenzwert x, +7 sind

(oft sehr interessant):

Vi l J
* ' 7
: Hdufigkeits-
funktion
A
/
/
| 1 | | | 1 | >
ax X X Xi | KXo b
|
x:+Ax/2
Ubergang von der Histogramm-Darstellung in der Form
( Anzahl der Werte )
k. inder i - ten Klasse
h(xi,Ax):—’: : : i=12,..m
n  (Umfang der Stichprobe)

zur Darstellung als Summenhéaufigkeitsfunktion

H(x,,Ax) = ih(xk,Ax)

Fir die Summenhaufigkeitsfunktion gelten die Grenzen |0< H(x,,Ax) <1,

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Die graphische Darstellung der Summenhaufigkeitsfunktion erfolgt in der Regel als
Summenhaufigkeitspolygon.

AH(x,~,Ax) Summenhaufigkeit
10" 7Z """""""""""""""""" 77
0,84 // Summen-
Z hdufigkeits-
0’6__ // frrnl-tinn
/
7; Summen-
04 Ay hdufigkeits-
polygon
021
Z
| | | | | | | | >
ax x x X, x, b
Fur stetige ZufallsgroRen verbindet das Summenhdufigkeitspolygon die rechten Klassengrenzen

Verteilungsfunktion: &hnlich wie in 4.3.1 kann auf die Grundgesamtheit und somit
eine stetige Darstellung Ubergegangen werden:

(n—> o0, Ax — dx).

anstatt der Summenhaufigkeit erhalt man die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Mess-
grof3e unterhalb eines Grenzwertes b liegt.

Verteilungsfunktion: |F(b)=P(L<b)=P(—0<L<b)= If(x)dx
%

\
Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion

]gf(x)dx =1

(Notwendige Bedingung fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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A /X

&

|

Wahrscheinlichkeits-

F(x+dx) dichtefunktion {x)

F(b)

N

NN
x+dx

Graphische Darstellung der Verteilungsfunktion () und der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx)

bt AN

v

=
S

Wenn die Verteilungsfunktion einer MessgréfRe L (Zufallsgro3e) bekannt ist, kann die
Wahrscheinlichkeit angegeben werden, mit der L zwischen zwei Grenzen a und b fallt.

Pla<L<b)=P(L<b)-P(L<a)=F(b)-F(a)= '?f(x)dx

A f(x)

NN \ |

Wahrscheinlichkeits-

F(x+dx) dichtefunktion f{x)

F(b)-F(a)

v

a x x+dx

Graphische Darstellung der Wahrscheinlichkeit, dass eine ZufallsgréRRe in ein Intervall /a,b] féllt,
als Flache (Verteilungsfunktion £(b)-F(a) ) unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx)

S
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4.4 Mittelwert, Erwartungswert und Wahrer Wert einer Zufalls-

grolie

4.4.1 Definitionen

Gegeben:

Gesucht:

ZufallsgroBe L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

(Stichprobe => Beobachtungsvektor)

n Beobachtungen fir dieselbe Beobachtungsgréfie

- Komprimierung der Information
- ,Beste Realisierung“ nahe der Wahrheit

»Empirischer Mittelwert" (oder auch ,arithmetisches Mittel*)

- 1 1 g
A3

n
J=1

mite' =[1 1 ... 1]

als erwartungstreue, unverzerrte Schatzung des Erwartungswertes.

Fur n = konvergiert der Mittelwert gegen den Erwartungswert

u = E(L) =lim(1)= |im[1i1jj _ |im(1- eT. 1J

n—o| n = n—o\ p Lln

Definition: g, = jl-f(l)dl mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(/)

1T ‘
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Allgemein:

L1
E(X)=pu, = |Im(—2xjj Erwartungswertoperator
n—>0 n j=1

Strenge Definition fir beliebiges 6 > 0: |lim PQI - u|> 5): 0

Erwartungswert bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichte f{x)

Nach 4.3.2 ist die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Zufallsgrof3e X in ein differentielles
Intervall fallt:

P(x< X <x+dx)=f(x)dx = p,

A X

Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion £{x)

v

a X x+dx b

Von n Beobachtungen insgesamt (bei n — «) fallen in dieses Intervall n, Werte:

n,=n-p_=n-f(x)dx

Das Mittel all dieser Werte (analog zur Summenhéaufigkeit) ist

LS =2 S rd=p,
n n

X=—00

X=—00

Ersetze das Summenzeichen durch ein Integral:

i = Ix~f(x)dx Erwartungswert

Erwartungswert u  bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte f{x)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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i ;_:“ ~ Wahrer Wert ,,Zielscheibenmitte”
Erwartungswert »,,,,

Zufallige Abweichung ¢,,,,

| _ Systematische
~ Abweichung A

Erwartungswert 2.,

Zufallige Abweichung ¢,

"0t

Erlauterung der Begriffe anhand des Modells einer Zielscheibe

Schutze ,blau” stand ein einwandfrei eingestelltes Luftgewehr zur Verfugung. Seine
Treffer streuen rund um den wahren Wert, der hier als Zielscheibenmitte ausnahms-
weise bekannt ist. Dies kann er auch erwarten, wenn keine systematische Abweichung
vorliegt. In diesem Falle fallen Erwartungswert und wahrer Wert zusammen.

Im Gegensatz zum Schitzen ,blau” musste der Schitze ,rot* offensichtlich mit einem
dejustierten (schlecht eingestellten) Gewehr schiel3en. Diese systematische Abwei-
chung bewirkt, dass seine Treffer rund um einen anderen Wert als den wahren Wert —
namlich den Erwartungswert ,rot* — streuen. Hier fallen Erwartungswert und wahrer
Wert nicht zusammen.

Nichtsdestotrotz fallt auf, dass die Treffer von Schitze ,blau” eine deutlich grol3ere
Streuung aufweisen als die Treffer von Schutze ,rot“. Offensichtlich schiel3t Schitze
.fot* besser.
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Wahrer Wert

Der wahre Wert L isti.d.R. nicht gleich dem Erwartungswert y;, : L+ M,

Der wahre Wert ist in der Regel nicht bekannt! (Beispiel aus der Mathematik fiir einen bekannten wahren
Wert: Winkelsumme im Dreieck = 180° )

Wahrer Wert: L =pu,—Al mit A als systematische Abweichung

Wahre Abweichung: n,=¢;+A,=1,-L

Zufallige Abweichung  (wird stets bezogen auf den Erwartungswert!)

&; =1, —u;| bzw.in Vektorform £ = 11_ e- 4, mit dem Einsvektor e =

1

Verbesserung  (wird stets bezogen auf den Mittelwert)

1

v, = Z_—Ij bzw. in Vektorform mit dem Einsvektor e =

1

In technischen Bereichen wie z.B. dem Vermessungswesen wird durch spezielle Auswertemethoden® und Messan-
ordnungen® darauf hingearbeitet, dass systematische Abweichungen maglichst gar nicht erst nicht auftreten oder
verschwindend gering sind.

Dann (und nur dann) gilt: A=o0, da y, =L,es gilt dann auch: n=¢.

© Durch Kalibrierung im Labor kann beispielsweise die Abweichung eines Messhandes von der Soll-Lange bestimmt wer-
den, die an jeder Messung anzubringen ist, um die Systematik zu eliminieren.
Durch Justierung kénnen Messgerate so eingestellt werden, dass die Systematik eliminiert wird.
(Merke: Eichen ist ein behérdlicher Vorgang, den generell nur das Eichamt vornehmen darf)

® Durch Messanordnung in zwei Lagen wird erreicht, dass ein und dieselbe systematische Abweichung zweimal — jedoch
mit unterschiedlichem Vorzeichen — anfallt. Mittelt man beide Werte, so wird die Abweichung eliminiert, ohne dass man
ihre GroRRe bestimmt hat.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 111 University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

4.4.2 Rechenregeln fur Erwartungswerte

Gegeben: Eine oder mehrere ZufallsgrofRe X bzw. ein Zufallsgréf3envektor X mit
Wahrscheinlichkeitsdichte(n) f{x) und Erwartungswert(en) . .

Eine Zufallsvariable Y ergibt sich durch Einsetzen von X bzw. X in eine bekannte

Funktion g:
Y =g(X)

1) Wahrscheinlichkeitsdichte f{y) von Y :

1 _f®
(dyj g'(x)
dx

2.) Erwartungswert x von Y (allgemeingtltige Formel):

F()= f(@? — /()
y

uy = B(Y)= [g(x)-f (x)ix

3.) Erwartungswert einer linearen Funktion Y = g(X)=a+bX mit a und b als beliebige
Konstanten:

u, =EXY)=a+bu,=a+b-E(X)

m

4.) Erwartungswert einer Summe Y = g(X) = ZXi =X, +X,+...X, von ZufallsgréBen X
i=1

u, = E(Y) = E(ZX] - iE(Xi)

i=1
Es gilt der Additionssatz fiir Erwartungswerte

5.) Erwartungswert eines Produktes Y = g(X) :HX,. =X, -X,-...- X, mehrerer Zufalls-
i=1

grol3en X;:

1, = E(Y) :E(ﬁxijzﬁE(Xi)

Es gilt der Multiplikationssatz fir Erwartungswerte
(gilt nur fir stochastisch unabhangige Zufallsgréen):
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4.5 Varianz und Standardabweichung

4.5.1 Definition der Streuungsmalie

Gegeben:
Zufallsgrof3e L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

(Stichprobe => Beobachtungsvektor)

L; e e

L Ll oW L

L =(l, 1, ... 1,) nBeobachtungen fiir dieselbe BeobachtungsgroRe

alle Beobachtungswerte entstammen derselben Grundgesamtheit (n—o0)

= Erwartungswert E(L) = 4,

Gesucht: Streuungsmal}

&=L-u Vj zufallige Abweichung
(,zufalliger Fehler")
List —soll”
& L=y
£ l,—u
€ = 2= =L-e-x| Abweichungsvektor
gn ln_lul

Die & tragen die Informationen tiber die Streuung der Einzelwerte

Varianz bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichte (theoretische Varianz)

Definition der Varianz als Streuungsmal’ einer Zufallsgréf3e (Genauigkeitsmal):

0_12 = E(gz)z E((L_ﬂl)z)zE(Lz)_ﬂzz

N B R . (1
o = E(*)= “m(—-Zst = “m(—' g’ Sj theoretische Varianz

n—x| pn =] n—o\ p Ln n,1

Die Varianz o2 ist der Mittelwert der quadrierten &

o, =0/ theoretische Standardabweichung

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) bekannt, I&sst sich die Varianz einer Zufalls-
grof3e direkt (ohne Beobachtungen) berechnen:

o= E(e")= E(x-u))

+00

o’ = J.(x—ux Y £ (x)dx theoretische Varianz

—0

mit f(x) = Dichte von x

4.5.2 Empirische Werte fur die Streuungsmalle

Liegen Beobachtungen vor (,empirisch®), so lasst sich die empirische Standardabwei-
chung s als Schatzwert fir die theoretische Standardabweichung o berechnen.

Achtung: Fallunterscheidung, ob Erwartungswert «; bekannt oder nicht
4.5.2.1 Der Erwartungswert u; der ZufallsgroRe ist bekannt (Fall A)

Gegeben: - Zufallsgrof3e L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n
- Beobachtungsvektor L" = (4L, 1, ... 1) bein<<w

- bekannter Erwartungswert E(L) = u,

= Vektor der zufalligen Abweichungen|& == L—e- 4

Gesucht:  Schatzwert s/ fir die theoretische Varianz o7

S = e T €1 empirische Varianz eines Einzelwertes
n n = J 1n nl
2 .. .
S = S empirische Standardabweichung
eines Einzelwertes
alt: s, = ,4/s>  (‘mittlerer Fehler")
Es qgilt : E(sf): ol Die empirische Varianz s/° ist eine erwartungstreue Schatzung fiir

die theoretische Varianz o

aber: E(s, );t o, Die empirische Standardabweichung s; ist keine erwartungstreue

Schétzung fir die theoretische Standardabweichung o; ! In der
Regel wird E(s, )< o,
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4.5.2.2 Der Erwartungswert u; der Zufallsgrof3e ist nicht bekannt

Gegeben:

nicht bekannt:

(Fall B)

- Zufallsgrof3e L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

- Beobachtungsvektor L = /AA

bei n<<w

)

- Erwartungswert E(L) = u,

Gesucht: Schatzwert s/ fiir die theoretische Varianz o/
Losung: Ersetze den Erwartungswert x, durch den Mittelwert /
;1 1 7 . :
[==>1==-¢"L empirischer Mittelwert
n = n 1n nl
mit ¢’ =1 1 .. 1]
v,=l-1, Vj Verbesserungen
Probe:  >'v,=0
j
v, I-1,
Vv, [ -1, -
v=.|=| . |=el-Ll Verbesserungsvektor
v, -1,
2 2 2
v, v, +..+V 1 4 1
s =2 —= 'Z"iz = vy empirische Varianz
(=)  -h) 5 (n-D) bw
eines Einzelwertes
S1=+\/§ empirische Standardabweichung
eines Einzelwertes
at: s, = i@ (“mittlerer Fehler®)
Es gilt : E(sf): ol Die empirische Varianz s/ ist eine erwartungstreue Schatzung fiir
die theoretische Varianz o7
aber: E(s, );t o, Die empirische Standardabweichung s; ist keine erwartungstreue

Schétzung fir die theoretische Standardabweichung o; ! In der
Regel wird E(sl )< o,

Eine ,Information* und somit ein Freiheitsgrad /" (Anzahl der tberschiissigen Messungen) geht bei der
Schétzung des Mittelwerts / verloren, so dass durch f'= n-1 geteilt wird.
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4.5.2.3 Die Standardabweichung des Mittelwertes (Fall A&B)
Gegeben: - Standardabweichung fur einen Einzelwert s; (entweder aus zufélligen Abwei-

chungen (Fall A aus 2.4.2.1) oder aus Verbesserungen (Fall B aus 2.4.2.2))
- Mittelwert [ aus » Beobachtungen

Definitionen: Die Varianz eines aus n Beobachtungen ermittelten Mittelwertes / :

Die Standardabweichung eines aus n Beobachtungen ermittelten Mittelwertes / :

S
g =3

' n

Die Standardabweichung des Einzelwertes s, kann entweder mittels zufalliger Abweichungen oder mit-

tels Verbesserungen berechnet worden sein.
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4.5.2.4 Standardabweichungen fur Doppelbeobachtungen gleicher Genauigkeit

Gegeben:  Mehrere gleichartige Grol3en seien je 2x beobachtet worden

L. l11, l12

L, lr1, >y

L; li1, liz

Ln lnla an
ﬁ
L= L, .. L] Zufallsvektor
1n
Ilﬁ =y 1y ... L] erste Beobachtungsreihe
L=, L, .. I,] zweite Beobachtungsreihe

Gesucht: Schatzwert s/ fur die theoretische Varianz of

Losung: Bilden von Differenzen aus Doppelmessungen

Beispiel: Die Differenz aus dem Hohenunterschied des Hinwegs und dem Hoéhenun-
terschied des Riickwegs (d = Ah,,, — Ah,;, ) beim Nivellement.

Beobachtungsdifferenzen d; fiir jede doppelt beobachtete Grolie:

d,=1,-I|  fur j=12,...,n

dl 112 - 111
d= d.z :Lz_L1: 1227121
nl . n,l n,1 .

dn an - an
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Die Standardabweichung s, einer einzelnen Beobachtung |; oder [;":

1 d’+d," +..+d°’ > d’ i .
s, =—-d"-d :\/ L2 n =\/ empirische Standardabweichung
2n 1n nl 2n 2ﬂ

eines Einzelwertes

Die Standardabweichung s; des aus beiden Beobachtungen gemittelten Wertes:

1(.d? . .
s; _ 0= z empirische Standardabweichung
\/E 2 n

eines Mittelwertes
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5 Der Zufallsvektor

5.1 Der zweidimensionale Zufallsvektor

5.1.1 Theoretische Varianz und theoretischer Korrelationskoeffizient

L
Gegeben: 2D - Zufallsvektor }1:{ 1} mit den ZufallsgréRen L, und L,

2

Beispiel:  nahezu zeitgleiche — also immer paarweise — Messung zweier Strecken
von demselben Standpunkt aus

Nun stellt sich die Frage, ob es durch die dhnlichen Messumstande der nahezu zeit-
gleichen Datenerhebung eventuell Abhangigkeiten/Zusammenhénge zwischen den
paarweise gewonnenen Messwerten gibt und wie man diese mathematisch beschrei-
ben kdnnte.

Anstatt nun jeden Beobachtungswert flr sich separat zu betrachten, werden die aus
4.5.1 bekannten Auswertungen nun in vektorieller Form fur beide Messwerte ,gleich-
zeitig" in einem Guss durchgefuhrt.

M| _ E(L,)
Vektor der Erwartungswerte: n= =F 2L1 =

.- , , R L
Vektor der zufalligen Abweichungen: ¢, = =L-p=

analog zu 4.5.1: E(sLj = E(ZL— e-,u,) = E(L)—y, =0

21

E(s -STJ_E 812 & & || E(glz) E(e, -&,)
215) e, & |) |Eleg)  E()
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Als Ergebnis der ,gleichzeitigen* Auswertung analog zu den aus 4.5.1 bekannten se-
paraten Rechenoperationen erhalten wir nun eine Matrix.

Die beiden Komponenten auf der Hauptdiagonalen der Matrix sind bereits bekannt als
theoretische Varianzen:

2y _ 2 gl s
E(e’)=0; fur 1_1’2| theoretische Varianz von L

Die beiden anderen Komponenten abseits der Hauptdiagonalen der Matrix sind bisher
nicht bekannt. Diese werden als theoretische Kovarianzen definiert:

n
E(g -&,)=1lm —-Zg.-g. =0
Definition: (& &) H—>0 1j “2j 12
n
theoretische Kovarianzen
Oy, =0y zwischen Ly und L,

Diese spezielle Matrix zum Vektor L (verdeutlicht durch den Index ,..") ist quadratisch
und symmetrisch und enthalt fir die Zufallsgrof3en L, und L, im Vektor L zum einen
als StreuungsmafRe die Varianzen o* und o»® (Genauigkeiten, quadrierte Stan-
dardabweichungen) und zum anderen als Maf3 der Abhangigkeit die Kovarianzen o1,

bzw. 0?1.
Diese Matrix wird als ,Varianz-/Kovarianzmatrix folgendermaf3en definiert:

o’ o theoretische Varianz-/
_ 191 12 | _ T _ )
Definition: XL = > |=E| &8y Kovarianzmatrix von L
= 2,2 O, O, 21 1,2

- Varianzen konnen nur ,+* sein
- Kovarianzen sind ,MaR fiir die Abhéngigkeit* von L; und L,
=> flir stochastisch unabhéngige Grol3en ist 1,=0
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Mit Hilfe der nummerisch identischen Kovarianzen o1, bzw. o1 lasst sich ein normier-
tes Mal fur die Abhangigkeit zwischen den beiden ZufallsgréRen L, und L, finden:

Definition: theoretischer Korrelationskoeffizient

zwischen L; und Ly

- feste Grenzen |-1< p,, <+1
- stochastisch unabhéangig (keine Korrelation) bei p,, =0
- maximale gleichgerichtete Korrelation bei p,, = +1

- maximale entgegengesetzte Korrelation bei p,, = -1

__%» -
P12 = = 0y =P 0, "0,
0, -0,
2 2 o
G, Opp| 0, P12 01 "0,
LL — 2 | 2
2,2 On Oy P2 070y 0,

Gleichberechtigte Darstellungsform fur X, ,
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5.1.2 Empirische Varianz und empirischer Korrelationskoeffizient

L
Gegeben: 2D — Zufallsvektor 211:{;} mit den ZufallsgréBen L, und L, sowie de-

2

lll 121

. . . l, 1
ren Realisierungen in der Beobachtungsmatrix: 1 =| * %

n,2

Zln lZn

jeweils n Messungen
(Realisierungen)
zu 2 Zufallsgrofen

Die korrespondierenden Beobachtungswerte /1; und l;; werden ,paarweise” gewonnen,
das heil3t nahezu zeitgleiche Beobachtung unter fast identischen Bedingungen.

Beispiel:  gleichzeitige Messung zweier Strecken von demselben Standpunkt aus

Gesucht: Empirischer Schatzwert r;, fir den theoretischen Korrelationskoeffizien-
ten Pi2

Losung mittels Fallunterscheidung, ob Erwartungswert ., bekannt oder nicht (siehe 4.5.2)
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5.1.2.1 Empirische Varianz/Kovarianz bei bekanntem Erwartungswert u,(Fall A)

Vektor der Erwartungswerte: p = {ﬂl} = E(L) = {

21

&1 &n Ly—w Ly—u
. . . &, & l,— L, —
Matrix der zuflligen Abweichungen: g, =| * % |= L- el'llT _| T e
wa | 1| oml w1l : :
gln SZn lln - ll'll lZn - /'12
Definitionen:

T

n n
2
Z% Z% "€
_ Jj=1 Jj=1
SLL =& €

n L :;' n n
2,2 2,n n,2 2
2‘921 =y 2‘921‘
j=1 j=1

empirische Varianzen von L, bzw. L,

s; =1-Zg? fir i=12
n

empirische Kovarianzen zwischen L; und L,

1 ., s2 sy, empirische Varianz-/
L= &€ = ) Kovarianzmatrix von L
2,2 n 2n n?2 S21 S2
Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 m University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

5.1.2.2 Empirische Varianz/Kovarianz bei unbekanntem Erwartungswert u,(Fall B)

Der Vektor der Erwartungswerte_p ist nicht bekannt und zu erstezen durch den
2,1

- L 1 el Ly+1,+...+1,
Vektor der Mittelwerte: 21 l-2 0 2l g 121+122+."+12n
Vu Va l__ln Z__ZZI
. - Vi,V -1, [-1
Verbesserungsmatrix: v=e 1l —1=| 2 2| " T2
n,2 nl 21 2.n : :
vln V2n l_ - lln l_ - lZn
Definitionen:
s —L-ivz fur =12
P (n-1) < U - empirische Varianzen von L; bzw. L,
=

empirische Kovarianzen zwischen L und L,

1 . empirische Varianz-/
‘V 'V = Kovarianzmatrix von L

LL —
2,2 (n_l) 2n n2 S21 S2
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Definition:

5.1.2.3 Zusammenfuhren der Falle Aund B = Empirische Korrelation

- feste Grenzen

-1<p,<+1

empirischer Korrelationskoeffizient

zwischen L; und Ly

- stochastisch unabhangig (keine Korrelation) bei r, =0
- maximale gleichgerichtete Korrelation bei r, = +1 (positive Korrelation)
- maximale entgegengesetzte Korrelation bei 7, =—1 (negative Korrelation)

L BT
12 12 12 1 2
Sy 08,
2 2 o
S = S S S1 Fip 81 °5,
LL — 2 2
2,2 Y T2 "85 "5, 2

Gleichberechtigte Darstellungsform fiir S,
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5.1.3 Zusammenfassung

Theoretische Kovarianzmatrix (oder Varianz-Kovarianzmatrix)
2
0, Op
Xy, = { 2 }
O, O

Sind /,,/, stochastisch unabhangig, gilt fur die Kovarianz: o,, =0, =0

Empirische Kovarianzmatrix
2
S _|:S1 512}
n - 2
Sp 5

Berechnung der empirischen Kovarianzmatrix, bei bekannten Erwartungswerten p

S _ & & _ 1 Jj=1 Jj=1
ll n - n n n
2
Zgl_/ "2 2‘921
Jj=1 j=1

Berechnung der empirischen Kovarianzmatrix, bei unbekannten Erwartungswerten p

n 2 n
Z Vi Z Vij " Ve;
= =

Theoretischer Korrelationskoeffizient: p,, = i allgemein: -1<p<+1
0,0,

.. . .. S .
Empirischer Korrelationskoeffizient r, =—=  allgemein: —1<r<+1

Einteilung der Korrelationen nach ihrer Entstehung

[.) Mathematische Korrelation: (auch ,funktionale Korrelation“ oder ,algebraische Korrelation®)
Wenn zwischen zwei oder mehreren Realisierungen von Zufallsgréf3en bei einer Auswertung ein funktio-
naler Zusammenhang formuliert wird, so entsteht zwischen den sich ergebenden Schatzwerten eine Kor-
relation. (<= entsteht rein mathematisch bei der Auswertung)

[I.) Physikalische Korrelation:

Korrelation zwischen je zwei Realisierungen von ZufallsgréfRen (<= entsteht bei der Messung) infolge
systematischer Restabweichungen (,Restfehler”), die im funktionalen Modell nicht oder — was wesentlich
haufiger der Fall ist — nur unzureichend erfasst sind.
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5.2 Der m-dimensionale Zufallsvektor
5.2.1 Theoretischer Erwartungswert und theoretische Kovarianzmatrix

Die in Abschnitt 5.1 fir den 2-dimensionalen Fall definierte theoretische Varianz-
/Kovarianzmatrix lasst sich statt flr zwei Zufallsgro3en fur beliebig viele Zufallsgré3en
definieren.

Beispiel: Messung von Richtungen und Strecken in einem Netz
P1

O< - P,

P L
p 3
P;
Gegeben: m Zufallsgro3en L,,L,, ..., L,
L
LZ
Zufallsvektor: =1
[ Lo ]
I H ] E(L,)
: Hr E(L,)
Vektor der Erwartungswerte: pn=""|=E L1 = }
m,1 . mn, :
| 4y ] E(L,)
& Li—m
- : &, L, — i,
Vektor der zufalligen Abweichungen: g, =| " |= Ll— B, = )
m,1 . m, m,1 :
En L, -u,
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analog zu 4.5.1: E(aL]:E(Ll— plj:E(L]—p, =0
m,1 m, m,1 m, m,1
H
E(glz) E(gl .82) E(gl '(C"m
E(e, -¢ E(&2 --- FEl(g,-¢
E(SL.S{J]: ( 2. l) ( 2) . ( 2. m :ELL
ml 1m N . . . m,m
E(gmgl) E(ngZ) U E(gmgm)
0-12 Op o Oy, 0'12 P10y Oy -+ Py," 010,
y - Oy (722 Oy | | P2170y 0y (722 vt P00,
LL — . . . . - . . . .
O-ml O-m2 O-fi pml.o-m.o-l me'Gm'GZ O-li _

theoretische Varianz- / Kovarianzmatrix von L

E(é‘,-z) = Ule theoretische Varianz von Li

5.2.2 Empirischer Erwartungswert und empirische Kovarianzmatrix

Gegeben: m Zufallsgroen L=[L, L, ... L,]
Ly Ly ... 1,
m-dimensionale Beobachtungsmatrix: 1 = 11:2 12:2 l»:z
b by o

(m unterschiedliche BeobachtungsgroRen sind jeweils n-mal beobachtet worden)

m-dimensionale Vektoren der Mittelwerte bzw. der Erwartungswerte

i=ln 5, o5 bzwe p=[w ow, .ow,)]
0, Op O1m
2
m-dimensionale Kovarianzmatrix x,=| * 7 2m
m,m . .
2
Gml O-m2 Gm

Korrelationskoeffizienten fir den m-dimensionalen Fall

G” S X . . . .
p; =—— bzw. r,=— fur i,j=22,....m und i#j.
O'iO'j SI.SA].
= alle Berechnungen (z.B. Verbesserungen, empirische Varianzen und Kovari-

anzen sowie Korrelationskoeffizienten) wie im 2-dimensionalen Fall
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6 Fortpflanzung von Beobachtungsabweichungen (,Feh-
lerfortpflanzung®)

6.1 Wahre, systematische und zufallige Abweichungen

| ; |
I & J
I g
I : I
[ I I
[ I I
| 4 I & |
g
%
0 7 Mi lj
Fir eine einzelne ZufallsgroRe L:
Beobachtungswert: ,
Wahrer Wert der Zufallsgrofie: !
_ e T . (1 r
Erwartungswert: 4, :E(L)=I|m(l):llm —le =lim —-e ~ll
n—>0 n—ol n = n—o\ n " n,
Zufallige Abweichung: e=l—pw Vj (alt: ,zufalliger Fehler)
#ist = soll*
Systematische Abweichung: Ay=p, -1

»Erwartungswert — Wahrer Wert*

Wahre Abweichung: n,=l,—1=A+e, Vj

[=1+n,=1+A+&, =+, Vj
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Fur Zufallsvektoren L:

Zufallsvektor:

Beobachtungsvektor:

Vektor der wahren Werte:

Erwartungswertvektor:

Zuféllige Abweichungen:

Systematische Abweichung:

Wahre Abweichung:

N AR A
l:iz[/ll M ﬂn]:E(I”;’TJ

€L 7 11_ My
n,l n, n,l

,ist—soll“

Aj=p, -1

n,1 n,1 nl

LErwartungswert — Wahrer Wert*

n = l—T=Al+sj

nl nl nl nl nl

nl ,

1 = Tl+nl = T+Al+aj =W, + €

nll n’l nil n,l n’l n1l

Hochschule Neubr
University of Applied Sciences
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6.2 Fortpflanzung systematischer Abweichungen

Gegeben: l1 = 1+A,+¢g, Beobachtungsvektor
m, s nl nl
Gesucht: GrolRen fl, die sich nicht direkt messen lassen, aber

sich aus L als fl:qz( 11) berechnen (,ableiten“) lassen.

Frage: Wie wirken sich systematische Fehler A, in l1 auf die

abgeleiteten Grof3en f1 als Af aus?

u

—(01(’111)—
@,(1
— _ n,1
ui,‘l B ?,@L(nl,l) B
2.(1)]
Problem: Die Funktionen der Beobachtungen f1: (Ii( 11) sind oft nicht linear.
Beispiel: Dreieck mit drei gemessenen Seiten.

Zu berechnen sind die nicht gemessenen Winkel f” = [ £ fi]

sowie deren systematische Abweichungen Af” = [Af, A, Af]

P3
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LOsung:

a) Linearisierung der Funktion

f =
u,l

u,

~

_I_
1'lf

u,l

=®(1)=®(T+n)

TAYLOR-Entwicklung:

Unter der Voraussetzung, dass

Wahre Abweichung von f1

Wahre Abweichung von ll

Wahrer Wert von f1

werden und es gilt weiter:

‘"f = F'"l‘
u,l wn o ,1

= = 0D(l) o’®()
o e =B 5 T
uf,l - uq,)l(nl,l)
| << l1 gilt, darf die Taylorreihe nach dem ersten Glied abgebrochen
om(1)
ft =~ M
u,l 81 n,l
W_J
_8¢1(l) oo, (1) 8(01(1)_
811 812 8ln Funktionalmatrix
op,(1) Jgp,(1)  9p,(1) (JACOBI-Matrix)
ul,;; - a.ll a.lz ) a.ln enthélt Differentialoperatoren
op,(1) op,(M)  J¢,()
A ol, ol

Fortpflanzung wahrer Abweichungen

-

Hochschule Neubrandenburg
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b) Ubergang zu systematischen Abweichungen

Wahre Abweichung von ll

Wahre Abweichung von fl:

Erwartungswerte:

—

Voraussetzung:

n, =A+g,

nl nl nl

N =A+&

u,l u,l u,l

N, =A,+¢& =F-(A,+¢)=F-A+F-g
u,l u,l u,l wnop1 ol w1 W

EMg)=Ai+E(e;) = E'Al"' F-E(g)

u,l u,l u,l LN L nl
=0 =0
A.=F-A Fortpflanzungsgesetz
¢ =

1 | fur systematische Abweichungen
u,l un p1 Y d

Die systematischen Abweichungen mussen be-
kannt sein bzw. sich abschatzen lassen

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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6.3 Fortpflanzung zufalliger Abweichungen

N, =A;+&,=F-A +F-g

u,n

u,l u,l

— & =F-¢g

u,n

n,l

Fortpflanzung zufalliger Abweichungen

u,l wmn o p1
Problem: Die zufalligen Abweichungen g, von l1 sind i.d.R. unbekannt
nl ,
LOsung: Ubergang auf Varianzen und Kovarianzen

und somit auf Kovarianzmatrizen

0,

X On
Gegeben: X, =
o-nl

2

0,

O

Gesucht: .= 2
O-ul

O-u?_

Definition:

Y= E(SL'?{)

n,n nl 1n

Xy :E(ef'afT)

u,u ul lu

T _ T ol
¢ =F-¢ ¢ F

u,n

ul Lu wnop1 1in

von 1
nl

von f
u,l

ul lu un
—_—

Ty

uu

u,u

. =F-X -F

n,n

u,n

(besser)

= E(g,-e])=F-E(g -2 ) F

nl 1n u.n

ZLL
n,n

. Fehlerfortpflanzungsgesetz”

Kovarianzfortpflanzungsgesetz

University of Applied Sciences

M) ‘ Hochschule Neubrandenburg
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6.4 Praktisches Vorgehen bei der Kovarianzfortpflanzung

6.4.1 Fortpflanzung systematischer und zufalliger Abweichungen

Nicht alle interessierenden GroRen kénnen direkt erfasst (gemessen) werden. Oftmals ist es notwendig,
die wirklich relevanten Grél3en aus den beobachteten zu berechnen. Dann stellt sich die Frage, wie stark

sich Abweichungen in den beobachteten GréRen auf die aus ihnen berechneten GroRen auswirken, d.h.
mit welchem Fehler die abgeleiteten GréfRen behaftet sind.

Eindimensionaler linearer Fall: x=@(l)=F -1

Zuféllige Abweichung ¢ ©: & =F-g, mit E(g,)=0=>E(¢,)=F-E(g,)=0
Systematische Abweichung A :© A _=F-A, mit E(A,))=A, = E(A,)=F-E(A))=F-A,

Das Kovarianzfortpflanzungsgesetz gilt nur fiir zuféllige Abweichungen!

6.4.2 Das Kovarianzfortpflanzungsgesetz fur eine Zielgro3e bei unkorrelierten
Beobachtungen (, Totales Differential®)

Schritt A: Aufstellen des funktionalen Modells fur n Beobachtungen /,

x=®() = f (Ll 1,)

Die abgeleitete Grole (Zielgréfie) wird als Funktion der Beobachtungen dargestellt.
Varianzfreie GroRen werden als Konstanten betrachtet. Nach diesen wird in Schritt B nicht differenziert.

Schritt B: Bilden des totalen Differentials

Linearisierung nach Taylor fir die nichtlineare Funktion ®, welche an der Entwicklungsstelle stetig und
differenzierbar sein muss:

X =Xy +dx=f(L+dl,bL+dl,,....I, +dl,)=

oLt al

Glieder 1. Ordnung

n

=f(ll,12,...,ln)+ﬁdll+ﬂd12+ +ﬁdln+
— ol

/

2 2 2
+ﬂfdllz+ﬂfd122+ +5—J;dlnz+

Ol? oL} i
Glieder 2. Ordnung

k k k
+---+é’{dllk+a{dlzk+ ---+5—{dln" mit & — oo

ol ol, ol

Glieder hoherer Ordnung
dl. =¢ <<l Vi = Abbruch nach Gliedern 1. Ordnung
, . , o o o
Totales Differential der Funktion F: |dx=¢, :—fgl +—fgz + - +—fgn :

ol al, ol

\

Partiette-Abletttraen{Bifferentiatkoeffizienten)
Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Schritt C: Ubergang zur Varianz

Im Allgemeinen sind die einzelnen zufélligen Abweichungen & unbekannt, aber die Standardabweichun-
gen, die empirisch als s, (z.B. aus Wiederholungsmessungen) oder theoretisch als o, vorliegen, sind

bekannt.
Ubergang von der zufélligen Abweichung zur Varianz o7 = E(,)* mit o} = E(&])

Varianz der Funktion D:

2 2 2

of of of

theoretisch: 0x2=[ﬁj %u(ﬁ] %ZJF J{—j %2
1 2

2 2 2
of of of
empirisch: s Z[ﬁj Szf?“[ﬁ} 8122+ {EJ S;,,Z
1 2

Standardabweichung

theoretisch: O, =140,

empirisch: S, =F4/S,

6.4.3 Das allgemeine Kovarianzfortpflanzungsgesetz fir mehrere Zielgré63en oder
bei korrelierten Beobachtungen
(,,Allgemeines Fehlerfortpflanzungsgesetz* bzw. ,Kovarianzfortpflanzungsgesetz®)

Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz kommt zum Einsatz, wenn mehrerer ZielgroRen aus mehre-
ren Beobachtungen (korreliert oder unkorreliert) berechnet werden.

Zur Berechnung der vollstandigen Kovarianzmatrix der ZielgréBen muss das Fehlerfortpflanzungsgesetz
in seiner allgemeineren Form (=Kovarianzfortpflanzungsgesetz) verwendet werden.

Schritt A: Aufstellen des funktionalen Modells fir m funktionale Zusammenhange
@ (1) mit » Beobachtungen /.

X, =0,(0) = fi(L.L,,....1)
X,=®,0) = £, (Li1y...01,)

X, =,M)=f,(L1,....1)

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Schritt B: Bilden von m totalen Differentialen

dxl =%.d[1+%.d]2+ +%.d[n
a1, al,

n

dx, = Of -dlljtaf2 dl,+ - +%~dln
ol ol, ol

dx, = Ot ~dll+0’7f”’ dl,+ .- +0”fm -dl,
ol ol, ol,

Die partiellen Ableitungen % lassen sich in einer Matrix F zusammenfassen

mitj=1,2,...mund i=1,2,...,n

9 9 Ly

071 072 dn f11 flz fln

@ @ @ Ju S on
F=la a, a =" :

@(m Jm @[m fml fm2 fmn

a4, a, |

Schritt C: Ubergang auf die Varianzen

Kovarianzfortpflanzungsgesetz (Fehlerfortpflanzungsgesetz in allgemeiner Form):

X  =F-X, F"|(theoretisch) bzw. S, =F-S, -F’|(empirisch)

XX

X, &S, und X, & S, sind Kovarianzmatrizen (Varianz-Kovarianzmatrizen) und beinhalten die
(theoretischen) Varianzen &.” und Kovarianzen o, bzw. die empirischen Varianzen s, und Kovarian-

zen S

Eingangs- und Ausgangsgrolien bei der ,Fehlerfortpflanzung*:

2 2
O-ll Glllz o Gllln Oy Op 0 Oy
2 2
o o O o 0.’ - O
. Ll 1 Ll .
gegeben: X, =| 1 2 2 gesucht X =| 2 7?2 am
n,n . m,m
2 2
_O-llln Glzln o Gln a Gml GmZ t Gm

Die Berechnungen mittels des allgemeinen Kovarianzfortpflanzungsgesetzes
schlieen den Fall einer Zielgrél3e bei unkorrelierten Beobachtungen(, Totales
Differential“ mit ein. Umgekehrt nicht!

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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6.4.4 Direktes und numerisches Differenzieren

Die zur Kovarianzfortpflanzung nach 6.4.2 bzw. 6.4.3 benétigten Differentialkoeffizienten (,partiellen Ablei-

of .
tungen®): % werden prinzipiell mittels ,Direktem Differenzieren” oder auch ,analytischem Differenzie-
ren” (schlicht gesagt ,Ableiten”) bereitgestellt.

Das ist nicht immer problemlos mdglich. Daher wird hier eine einfache Mdglichkeit angegeben, die Ablei-
tung einer Funktion an einer bestimmten Stelle x durch numerisches Differenzieren zu berechnen.

of .
Problem: Héaufig konnen die Differentialquotienten % nur schwer analytisch bestimmt wer-

den oder der Aufwand zur analytischen Bestimmung ist unvertretbar hoch.

of Af
Losung: Ersetzen der Differentialquotienten % durch Differenzenquotienten AJ;’

i i

Voraussetzung: Im Bereich der Af, muss die Funktion f(Z,,/,,...,1,) lineares Verhalten aufwei-

sen (Linearitdtsbedingung) und die Af, missen klein genug sein. Zu kleine Af,
kénnen zu numerischen Problemen bei der Berechnung fihren.

Beispiel zum numerischen Differenzieren:

@(X)
P(X+AX)-p(X) _ _
PX)1T Ax Steigung der Geraden in x:
| P(X+AX)-p(X)
: x ?(x) =
T T T T AX
X
; i i - 09, : : Ap,
Ubergang vom Differentialquotienten f, = R zum Differenzenquotienten f; = N
J j

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Praktisches Vorgehen zum numerischen Differenzieren:

1. Berechnung der X in @ unter Verwendung von /,,/,,.../, aus ®

2. Festlegung der 4/, in @ als kleine Zuschlage jeweils zu /; (Tip: Wahle A4/, in der GroRenord-
nung der Standardabweichung oder eine Zehnerpotenz kleiner.)

3. Bilden der variierten Beobachtung (/, + Al,) in ©® (Es wird in einer Zeile i jeweils nur die eine
Beobachtung /; variiert = ,Partielle Ableitung®)

4. Berechnung der veranderten Funktionswerte (X, + Ag,) in @ durch jeweiliges Einsetzen der
um A/, variierten Beobachtung /; in die Funktion ¢ . (,,1,,...,1, + Al,,...,1,)
(bei m Unbekannten => »n-m veranderte Funktionswerte)

5. In © Berechnung der Ap, = (X, + Ap,) — X, (Spalte @ - Spalte @)

(Auswirkung einer kleinen Anderung A/, der Beobachtung /; auf die Funktion ¢, )

: . . Agp, .
6. Bilden der Differenzenquotienten f;, :A—(Zp’ in ®

J

7a. Im Falle des ,Totalen Differentials* wird aus der Standardabweichungen s, @ und dem Diffe-

renzenquotienten f; :AA—ZD" O fir jede Beobachtungen /, das Produkt (s,-f;) © gebildet,
quadriert (s, - £,)° © und aufsummiert > (s, - £, ® (Rechengang entspricht 4.4.2)
i=1

7b. Im Falle der ,Allgemeinen Kovarianzfortpflanzung” kann die Matrix F statt mit den Differential-

m,n

of . Ag.
quotienten é}’ direkt mit den Differenzenquotienten f, :% aus O gefillt werden (weite-

rer Rechengang sind Matrizenoperationen gemaf 4.4.3)

© O 3] (4] (5] [2) () 0 (&) O
_Ag, 2
L | X, | L+AL | Xo+Ag, | Ap, | AL | f, =2 | s, fi (s,- £))
ll
lZ
ln
(s[ fz)z ®
i=1

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
54 Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 111 University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

Fall 1:  Unkorrelierte Beobachtungen, eine ZielgréRe: s, =.[> (s, f,)
i=1

Im Falle unkorrelierter Beobachtungen (siehe 6.4.2) erfolgen die Berech-
nungen mit den numerischen Ableitungen aus Spalte ® als , Totales Diffe-
rential“ in den Spalten @ bis ©.

Fall 2: Im Falle korrelierter Beobachtungen (siehe 6.4.3) wird mit den numerischen
Ableitungen aus Spalte ® die Funktionalmatrix lF gebildet. Die Berechnungen er-

folgen als Matrizenprodukt F-X,,- F' .

n,u
wn,

Xy = 1F r, F'= [0)2(] Fall 2a): n korrelierte Beobachtungen, eine Zielgréiie
11 o o

n,n

F=lii £ £ fn]{% e

L Al AL, Al Al

Xy=FX, F' Fall 2b): n korrelierte Beobachtungen und u korrelierte ZielgréRen
[Ap, Ap, Ag, Ag |
fu S Sz o S Al AL, Al Al
Ju Jo fu o Sa AP, APy APy Apy
u,n - . . . ‘. . = All AIZ A13 Alﬂ
ﬁll ﬁtZ f;43 T fun A(DM A(DM A(DM .. _A¢”
| AL, AL AL Al |

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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6.5 Haufige Standardfélle der Kovarianzfortpflanzung

Fur immer wieder kehrende Aufgaben im Vermessungswesen werden haufig ,auf die
Schnelle* Genauigkeitsabschatzungen gefordert. Diese werden i.A. fir unkorrelierte
Beobachtungen ,im Kopf* durchgefuhrt. Im Folgenden werden einige dieser Standard-
falle aufgefuhrt. Die Darstellung erfolgt hier fir empirische Varianzen s, ist aber natir-
lich genau so flir theoretische Varianzen o anzusetzen.

6.5.1 Skalieren von Messwerten mit konstantem Faktor

Funktionales Modell: f(H)y=a-1 mit a = konst.
Totales Differential: df = %g =a-¢
Varianz: s;f=a"s}

Standardabweichung: |s, =+/s7 s, =a-s,

Interpretation: Wird eine Messgro3e skaliert, so ergibt sich dieselbe Ska-
lierung fur die Standardabweichung.

6.5.2 Addition oder Subtraktion von mehreren Messwerten

Funktionales Modell: f(l by i) =2l £+ o .
Totales Differential: df = iigl iigz =R iign =tgte, £ - Lg,.
a a
1 2 n
Varianz: s, 5 =s5"+s + - +s5,° (egal ob Addition oder Subtraktion)

2

Standardabweichung: |s, =\/S112+s122+ ks,

Interpretation: Bei der Addition/Subtraktion von Messgrof3en ergibt sich die
Gesamtvarianz als Summe der Einzelvarianzen.

Sonderfall gleich genauer Beobachtungen (alle /; dieselbe Standardabweichung s; ):

f(ll,lz,...,ln):illilz - £, mit s, =5, =5, ="=5
Standardabweichung: |5, = \/;-sl .
Interpretation: Die Standradabweichung wachst mit der Wurzel der Anzahl

der Summanden.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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6.5.3 Arithmetischer Mittelwert mehrerer Messwerte

: L+L+ - +1 1 1 1
Funktionales Modell: )?zf(ll,lz,...,l”)z 1T o L S R T
n n n n
, . 1 1 1 1
Totales Differential: dx==g+=g+ - +=¢,==(g+&+ - +¢,).
n n n n
Varianz: sz :iz(sllz +S122 + o s, 2)
" g

Standardfall gleich genaue Beobachtungen (alle /; dieselbe Standardabweichung s; ):

S =8, =8, = =8,

Varianz: si=—enes =20
n

Standardabweichung: |s; =—+=
Jn

Interpretation: Bei n-facher Wiederholung einer Messung derselben Zu-
fallsgroRe geht die Standardabweichung fur deren Mittel-

wert mit dem Faktor 1/+/n zuriick.
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7 Das Elementarfehlermodell

7.1 Hypothese der Elementarfehler

Die Hypothese der Elementarfehler wurde bereits 1837 von BESSEL und HAGEN

entwickelt. Sie besagt, dass sich die zufalligen Abweichungen ¢ als eine Summe von ¢

sehr kleinen Elementarfehlern A;, darstellen lassen
E=A+A,+A, +....+Aq,

die den folgenden Bedingungen gentigen:

- alle A; sind vom Betrag her gleich groR: A =0 Vi

- unterscheiden sich nur im Vorzeichen: =eg=321t61t5%6....

- positive und negative Vorzeichen gleich wahrscheinlich: P(A, =+06) = P(A, =-06) =05

firg - ogeht 5 - 0  (flir o viele Elementarfehler werden die Abweichungen nahezu Null)

E(A,)=0
q q
= E(e)=) E(A,)=0 o’ =E(")=) E(A})=q-6°
n=1 =1
Beispiele:
Mite =A; +A, +A; +....+A,
qg=1
FallNr. | A;| ¢ | Héufigkeit (k) | Relative Hiufigkeit=Wahrscheinlichkeit P
1 + | +6 1 0,5
2 - | -8 1 0,5

q=2:
FallNr. | A; | A, | ¢ | Héufigkeit (k) Relative Hiufigkeit=Wahrscheinlichkeit P
1 + |+ | +28 1 0,25
2 + 0
3 T+ 0 2 0,5
4 - | - |-25 1 0,25

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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qg=4
FallNr. |A; A | A3 | Ay | € Haufigkeit (k) Relative Hiufigkeit
1 + |+ |+ |+ |45 1 0,0625
2 + |+ + | -
3 + 1+ - |+
4 T - T+ T+ 128 4 0,25
5 -+ 4+ |+
6 + 1+ - | -
7 + -] - |+
8 -l -+ |+
0 6 0,375
9 -+ |+ -
10 - -+ |+
11 + -1+ -
12 - -] -]+
13 - +
4 |-+ -]- | 4 0,25
15 +1-1-1-
16 -l -] -] - 1]-40 1 0,0625

Je groRer die Abweichung (der ,Fehler®), desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit!

,Pascalsches Dreieck"

E=XA; | 66 | 58| -45 | -36|-26| 6 | O | +86 | +2 | +3 | +4 | +b | 46 | Tk
) ) ) ) d
g=1 1 1 2
q=2 1 2 1 4
q=3 1 3 3 1 8
q=4 1 4 6 4 1 16
q=5 1 5 10 10 5 1 32
q=6 1 6 15 20 15 6 1 | 64
. . k,
Wahrscheinlichkeit : p,(e)= ﬁ

Formel fir mogliche Falle:

fur g=1:

fur g=2:

le=(q—2w)-5| mit w=012,....q

w=0

£=(1-2-0)-5

w=1

e=(1-2-1)-

£=(2-2:0)-

e=(2-2:1)-5

£=(2-2-2)-5

-
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far g=4:

w=0 | £=(4-2:0)-5 | +45
w=1 | g=(4-2:1)-5 | +26
w=2 | =(4-22)-5| 0
w=3 | £=(4-2-3)-5 | -25
w=4 | e=(4-2-4)-5 | -45

Allgemeines Bildungsgesetz:

(&) :p{gz(q_gw)é‘}zz_%{(z}}, w=0123,..q9 mit (z;j:#;lwl

. q9 q q 1 q q
Anmerkungen: [ 7 [=2¢ und ) P(¢e)=— =1
w

q
w=0 w=0 2 w=0\ W

g =10, w=0.,...,10 (bei 10 Elementarfehlern direkt berechnete Wahrscheinlichkeiten)

w 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g 105 85 65 45 26 0 -20 -45 | -66 | -85 | -105

P(g | 0,001 | 0,010 | 0,044 | 0,117 | 0,205 | 0,246 | 0,205 |0,117|0,0440,010|0,001

Graphische Darstellung fir g=10

0.25
. _ /\\ -
\
_— | | \
-5 0 5

o
o o
=
= w N

Wahrscheinlichkeit P(eps)
(=]
(]
w

0

-10 10

Zufallige Abweichung eps

Far ,Grenzubergang” ¢ - o und 8 — O:

P(E<o<érds)=—r exp[— : ja’f:f(é)dé

o2 2.0°

mit: o = Konstante noch nicht naher definiert
f(£)= Dichte der Normalverteilung
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7.2 Korrelierende und nicht-korrelierende Elementarfehler

Gegeben: - Zufallsvektor L= L, .. L]
1n
- Erwartungswertvektor: o=y w - oul= E(Ilf)
1n i
- Abweichungsvektor: ep=L'-pi=[e, & - ¢]
1,n N 1,n

Alle Zahlenwerte sind unbekannt !!

Gesucht: - ,Synthetische* Kovarianzmatrix: X, =E(sL-sfj von L,
nl Lln ,

n,n

(hier keine ,empirische” Berechnung mittels Wiederholungsmessungen, keine rein ,the-
oretische" Schétzung)

Losung: Elementarfehlermodell
o, - nicht-korrelierender Elementarfehler, beeinflusst nur ein L,
d, - Einflussfaktor der nicht-korrelierenden Elementarfehler
beschreibt Einfluss von &, auf L, (haufig mit 1 anzusetzen)
&, - korrelierender Elementarfehler, beeinflusst mehrere L,
f - Einflussfaktor korrelierender Elementarfehler, beschreibt Einfluss von &, auf L,

mit i=12,...,n -Anzahl der Beobachtungen / nicht-korrelierenden Elementarfehler
und j=12,...,m -Anzahl der korrelierenden Elementarfehler

Svynthese einer zufdlligen Abweichung aus korrelierenden und nicht-korrelierenden

Elementarfehlern:

& :fjj '§1+f2i'§2+'--fmi°§m +di'§i

Elementarfehlervektoren:

0,
. . 0, .
- nicht korrelierend: 81= : mit E(3) =0
S,
&
- korrelierend g = 63,2 mit E(&)=0
m,1 .
S
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Einflussmatrizen:

oL,
d, 0) |94
J oL,
- nicht korrelierend: D = 2 . = o5,
0 d, ' oL,
00,
haufig gilt: d, =d, =...=d, =1, dannfolgt: D=1.
o o o
fu fo o S 251 gé gfm
L L L
: fou S o Som o T T
- korrelierend F = 21 22 2 =105 04, oc,
fo S o fw) oL, oL, 0L,
05, 0¢) s,
Vektor der zufélligen Abweichungen: g, =F-&E+D: 61
nl mmo g MR,
oder vereinfacht fur D=1 : g, =F-&+d

L 1
n,n n,n nl nmoqon,

daraus Kovarianzmatrix: X, = E(aL-s{j

n,n nl Ln

7.3 Aufbau einer synthetischen Kovarianzmatrix aus Elementarfehlern

Anwendung des Kovarianzfortpflanzungsgesetz auf die Berechnung des Vektors der
zufalligen Abweichungen:

Kovarianzmatrix der Beobachtungen: X, = E(sL- s{j

n,n nl Ln

Man bendtigt die Kovarianzmatrizen der korrelierenden E(g-gT)z):géund der nicht

korrelierenden E(5-8") = X, Elementarfehler.

Beide sind als Diagonalmatrizen definiert; da
E(0,-6,)=0 und E(&,-&;)=0 fur i,j=212,...ni#jund k,[=12,....mk+1;
Elementarfehler selbst sind untereinander unkorreliert, wirken evtl. korrelierend auf die Beobachtungen

zusatzlich gilt auch: E(s,-&,)=0 farallei,j und k.
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Synthetische Kovarianzmatrix der Beobachtungen

Fir D=1: g, =F-&+0 einsetzenin X, :E[aL-a{]:

n,n n,n nl mm g, q nl n,n nl Ln

X, =E(e, 8{)

L, =E(F-§+8)-("-F +5"))

X, =EF-&& - F +F-£-8"+86-&" - F ' +5-8")

L, =F-E@E-&")F +F-EE&8)+E®-&")F +E(5-8")
Ty E(6;-64)=0  E(5;:¢,)=0 L35

L, =F-Z  F +X,

Allgemein fur D= 1 : [, =F-X.-F' +D-X;-D’

n,n n,n

e Die Einflussfaktoren und damit die entsprechenden Matrizen F,D konnen uber
in der Regel bekannte Modellvorstellungen ermittelt werden.
e Die Abschatzung der Kovarianzmatrizen der Elementarfehler £ ,X; erfolgt auf

Basis von Erfahrungswerten oder Firmenangaben oder Annahmen Uber maxi-
mal moégliche Fehler (Informationen in der Regel unsicherer).
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7.3.1 Beispiel ,Synthetische Kovarianzmatrix fur die Richtungsmessung*

Auf dem Standpunkt § wurden die Richtungen r; und r, beobachtet. Berechnen Sie die
synthetische Kovarianzmatrix fur diese Richtungsmessung.

Fur dieses Elementarfehlermodell hier sind Zielachsfehler, Kippachsfehler und Ab-
leseunsicherheiten zu beriicksichtigen. Weitere Fehlerquellen werden hier vernachlas-
sigt.

Auf alle Beobachtungen wirksam = korrelierend:

Zielachsfehler: & =c r1
Kippachsfehler: & =i
L . . . . r2
Nur individuell auf eine Beobachtung wirksam = nicht korrelierend: A)
Anziel-/Ableseunsicherheit: o,
. c I
Mathematisches Modell: 5=t gm — -
sinz, tanz,
H_/ H_/
EinfluB von ¢ Einflu von i
auf eine Richtung  auf eine Richtung
c I
=& =—— — +0,  zufallige Abweichung
sinz, tangz,
Einflussmatrizen:
o On) |-—— -—cotz
oc oi Sinz;
vorrelierend: R Y i —cotz, - . .
orrelierend: ¥ =lo6c o |T| sinz Einfliisse von Ziel- und Kippachsfehler
or, o,
- —Ccotz
oc 0Oi sinz, !
1 0
nicht korrelierend: D = ) =1 individuelle Ableseunsicherheiten
0 1

Y, =F-X, -F'+ 2| mit £..,X,, abgeleitet aus Erfahrungswerten/Herstellerangaben mit n—soo

2

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
64 Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 111 University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

7.3.2 Beispiel ,Synthetische Kovarianzmatrix fur die Streckenmessung*”

Die Langen der Seiten eines Dreiecks seien mit einem elektrooptischen Distanzmess-
gerat (EDM) bestimmt worden. Die Messung erfolgte mit demselben Instrument an
verschiedenen Tagen unter unterschiedlichen Wetterbedingungen.

Fur dieses Elementarfehlermodell hier sind zum einen aus der Kalibrierung die Instru-
mentenfehler Additionswert und Frequenz-/Mal3stabskorrektur und zum anderen die
Einstellunsicherheit des Prismas sowie die meteorologischen Korrekturen zu bertck-
sichtigen. Weitere Fehlerquellen werden vernachlassigt.

Auf alle Beobachtungen wirksam = korrelierend:

Additionswert: & =a Dy D,
Frequenzkorrektur: &=

Nur individuell auf eine Beobachtung wirksam = nicht korrelierend: Ds

Anziel-/Ableseunsicherheit: 0, = \/1,0mm +1,0ppm

Mathematisches Modell: D. =D

i i,gem

a + D-p

EinfluR vona Einflu von
auf eine Richtung  5,f eine Rich(/)tung

= ¢ =a+D-p+0, zufalige Abweichung

Einflussmatrizen:

o, o,
Oa O¢ A
oD, 0D, D
korrelierend: =| 6a 0p |= 2 Einflisse von Additionswert und MaBstab
oD, oD | \1 D,
da O
1 0
. ) 1
nicht korrelierend: D = . =1 individuelle Anzielunsicherheiten und Meteorologie
0 1

X, =F-X, F +X;| mit X..,X, abgeleitet aus Erfahrungswerten/Herstellerangaben mit n—oo

Wenn alle Messungen nahezu zeitgleich unter nahezu identischen Wetterbedingungen stattgefunden
hatten, waren die ppm-Korrektur als korrelierend anzusetzen und in F als zusatzliche Spalte zu beriick-
sichtigen.
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7.4 Eigenschaften der synthetischen Kovarianzmatrix

Behauptung: Ein Vektor zufalliger Abweichungen eines Vektors Ll &Rt sich stets

darstellen in der Form

e=F-£+0

nl Mmoo nl

&  Vektor korrelierneder Elementarfehler

m,1

F  EinfluBmatrix

n,m

61 Vektor nicht- korrelierneder Elementarfehler

Trifft die Behauptung zu, gilt: r,=F-X, F'+X,,

- X, ist positiv definit (det(X,) > 0), wenn X, # 0
- X, ist positiv semi-definit (det(2',) =0), wenn X, =0

Erlauterung: Positiv definit: 4, e RAA >0
Positiv semi-definit: 4, € R AA >0

Beweis:

Fur beliebige Vektoren ye R" Ay #0 ist £, positiv definit, wenn y" - X, -y >0 und posi-
tiv semi-definit, wenn y' - X, -y >0 (aus ZURMUHL, Matrizen).

y Zyy=y -F-Z. F.y+y X -y
| —

—b) —a)

Untersuchung der Summanden:
o} 0
a) Y o Euy=y Y=Y oi Y 0p ety 0n >0,
0 o
falls o, #0 fur mindestens eini = positiv definit !
b) yT~F~Z§é-FT~y=yT~K~y
X' .. positiv definit (Ableitung, wie in a))
= K positiv definit oder positiv semi-definit (aus ZURMUHL, Matrizen)
y'K-y>0

a)+b): y K-y+y -Zy-y>0
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Zusamenfassung der Eigenschaften:

Eine Kovarianzmatrix X, ist positiv-definit und damit invertierbar, wenn wenigstens
ein individueller Elementarfehler §; im Zufallsvektor L. vorkommit.

X, ist positiv definit! = Q,=—-X, istregular! (Kofaktormatrix)
0
= P=Q,' existiert!
Inverse der Kofaktormatrix hat grofRe Bedeutung als Gewichtsmatrix in
der Ausgleichungsrechnung!
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8 Statistische Verteilungen

8.1 Die Normalverteilung

8.1.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Definition: Eine ZufallsgroR3e ist stets dann normalverteilt, wenn sie als Summe von
sehr vielen ,Elementarfehlern” dargestellt werden kann, die alle mehr o-
der weniger dieselbe Grél3enordnung besitzen.

Es sei: E=A+A 4+ +A,
mit: & zuféllige Abweichung
A, elementare Komponente der Abweichung
E(A,)=0 Vi
m — o

es sei kein A, dominant

Vergleich mit BESSEL und HAGEN:

- alle A sind vom Betrag her gleich groR: A, =lo] Vi

- unterscheiden sich nur im Vorzeichen: =>e=40+0+0+0....
- positive und negative Vorzeichen gleich wahrscheinlich: P(A, =+0)=P(A, =-0)=05

firn — oo gehtd — 0  (flr oo viele Elementarfehler werden die Abweichungen nahezu Null)

Dann gilt die WahrscheinIichkeitsbeziehung

(§<e<5+d5)

Konstante
£(£) Dichte der Normalverteilung

Historie des zentralen Grenzwertsatzes

de Moivre 1730 beide nur
Laplace 1812 Vermutung

Gaul 1821 Einfiihrung in Fehlertheorie, daher auch Gauf3-Verteilung

Ljapunov 1901 Beweis!

In der Praxis:Anforderungen nicht so streng.
Es reichen sehr viele Elementarfehler, die alle mehr oder weniger
die gleiche GroRRenordnung haben
— Normalverteilung
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8.1.2 Erwartungswert und Varianz einer normalverteilten Zufallsgrofe

Gegeben: - Zufallsgrol3e L

L=p+s — e=L-p mnit 1 Erwartungswert E(L)

¢ zufallige Abweichung
f(x) Dichte von L

@)
A
J©

T =1(9)

Jx) dx = f(5) dg

Verschieben des Koordinatensystems:

X=pu+é > E=x-u - d& =dx - flx)=r(¢)

[
keine Mafsstabsinderung

einsetzenin P& < & < §+d§):f(§)£lé

—

f(x) dx
P(x—,uSL—,u<x—,u+dx)
P(x < L < x+dx)=f(x)dx

2
Normalverteilung nach Grenzwertsatz: f(f): L -exp —1 5—2
o~N2r 2 o
2
Substitution: L-EXIO . (x_zﬂ) = f(x)
o2 2 o

P(x < L < x+dx)=

o271

7(x)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte und somit auch die Verteilungsfunktion einer normalver-
teilten ZufallsgrofRe sind durch Angabe zweier Parameter, des Erwartungswerts x und
der Varianz ¢, vollsténdig bestimmt.
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Behauptungen:

1.

f(x) erflllt notwendige Bedingung fur Wahrscheinlichkeitsdichte (prift ei-
gentlich (&)

E(L)=u Translation erlaubt?

3.  E(&)=E((L-w)’)=c’ Erwartungswert von ¢° ist Varianz o’ (Interpretation
der Konstanten o)
Beweis: Behauptungen sind korrekt, wenn:
) [fx)dr=1
2) E(L)= j x- f(x)dx=u « sind zu beweisen
3) E(e)=E(L-mw)?)=[(x-p) f(x)dx=0"
Zwischenschritt: Hilfsintegrale aus Formelsammlung:

+ o0 2
| exp[—tzjdtzx/g

+ o0

2
| texp(—tszz=o

—00

+ t2
[ tzexp(—szt=\/§

Substitution:

_X—H
Y s

= x=0-y+u =dx=0cdy

Beweis zu Behauptung 1): If(x) dx=1

[ 1) as =

y2
> T2n -J;Oexp (—7]-051’)/
3 )
2
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+00

Beweis zu Behauptung 2): E(L) = _[x-f(x) a’x%u

—00

+00

E(L)= jx-f(x)dx

—00

1

Q‘

o-\N2rx

+00 2
= -j(a-y+ﬂ)-e><p(—y7j-0dy

O

ausmultiplizieren=zwei Integrale

+00 2 +00 2

Y H Y
. . —Z _|d = . —Z _|d
e [roo[ %o Toul -5 )o

()

Jox

Beweis zu Behauptung 3): E(¢°) = E((L—,u)z): T(x —u)?- f(x)

,L folgt der Normalverteilung mit dem Erwartungswert x und der Varianz ¢
A

vorab: x—u=c-y da y=2"#
(o2

1
) 2
dx=0c

E(e?) = E(L-1)°)

= [l S () ds

o2

2 o+

N27 ‘700

V2

+00 2
o1 °J.<72'y2'exp(—y7j'0'dy

ot 2

Erwartungswert zund Varianz o’ sind die
einzigen Parameter der Normalverteilung

L~Nu o’

u—c y7i u+o

()

Die Normalverteilung ist von
zwei Parametern abhangig:

1 - bestimmt die Lage
o - bestimmt die Form

-
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8.1.3 Die Standard-Normalverteilung

Definierter Sonderfall der Normalverteilung:

u=0
52 1} NOD]} standard-Normalverteilung

standardisierter Sonderfall fir Erwartungswert =0 (Mittelwert) und Varianz ¢’=1.

1 y2
(p(Y) = o “eXp (_ ZJ Dichte von N(0,1) (tabelliert, einfach zu berechnen)

Beziehung zwischen N(u. o) und N(0,1):

O'

Allgemein war die Dichte von N(uo) :  f(x)= \/_ exp( (= ﬂ) J
o

Satz: L~N(,u,o'2) =N (gz_j:

2
Beweis: L~N(uo0?) = flx)=—1— —;M] Wahrscheinlichkeitsdichte
o

Variablentransformation: g(L) = Lon_ g(L) (1)
O

mit f()dx= () dy = £() = f(x) % und y +dy = glx+ dv)
dx

)y =Y f(x)
g)=—- =s0)="""3 7 () (3)

g'(x)= 1 (4) Ableitung von (2) nach x
O

mit  f(x) - Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung
und f{y) - Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung
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Einsetzen:

2 2
1r)=—7 exp[ “";ﬁ”]wi—ﬂ exp[—szqo(y)

= jede beliebige Normalverteilung kann in eine Standardnormalverteilung transformiert werden; fir
normierte zuféllige Abweichung gilt dann:

£~ N(01)

8.1.4 Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung

F(x)=P(L<x)= I f(v)dv  Definition der Verteilungsfunktion

fv) Dichte von L
speziell: fv)=pv) Dichte der Standard-Normalverteilung N(0,1)

O()=P (<) = [p W)y

~ N(02)
1 ) Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
v
o(v)=—=— exp|-—
N2 2

Anwendung: Grenzen fur zufallige Abweichungen ¢

Allgemein: Pla<L<b)=F(b)-F(a)=[f(v)dv

a

jf )dx und F(a jf

Spezialisierung fur Standard-Normalverteilung N(0, 1):
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()

- -3 - I —I1 BI :II_ I 2 3 4
-}" .‘,‘
Ersetzen L mit £ und die Grenzen q, b durch —y, y

P(-y<z<y)=0(y)-(-y)
o(-y)=1-0(y)

= (gemaR Skizze herrscht Symmetrie)

mt =< und D(y)-(1-Dd(y)=2-d(y)-1 wird P(—ySESy):ZCD(y)—l
o) o)

umformen der Ungleichung — y < ‘< y Multiplikation mit o ergibt —y-c<e<y-o
o

P(—y-0'<g£y-a)=P(‘g‘£y-a)=2-cl)(y)—1|

Grenze fur zuféllige Abweichungen (,,wahre Fehler®)

Beispiele (Werte aus Tabelle):

y = PzZCD(y)—l P=20(y)-1 = y
1 0,6827 0,900 1,645
2 0,9545 0,950 1,960
3 0,9973 0,990 2,576
4 0,9999 0,999 3,292
Vorgegeben y @(y) aus Tabelle Vorgegeben P y umgekehrt aus Tabelle

P(le|<0)=0,683=683% 23 aller Abweichungen sind kleiner als &

P(le|<30)=0997=99,7% 3o - Regel fir Grenz oder Maximalfehler (GroRere Fehler als
3o sind duRerst selten)
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8.1.5 Der Konfidenzbereich fur normalverteilte ZufallsgréfRen

Der Konfidenzbereich oder auch Vertrauensbereich stellt ein Intervall um den Mess-
wert dar, in dem sich der Erwartungswert mit einer vorgegebenen Sicherheitswahr-
scheinlichkeit S=/-«a befindet.

Bei bekanntem Erwartungswert u ist er um diesen definiert. In diesem Fall gilt: Intervall
um den Erwartungswert u, in dem sich Messwerte mit einer vorgegebenen Sicher-
heitswahrscheinlichkeit S=/-a befinden.

Gegeben: L~N(u,d’) Erwartungswert 2 unbekannt
Varianz o2 bekannt

Irrtumswahrscheinlichkeit o wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%) gesetzt

e Konfidenzbereich —7

I~

Plasu<bh)=1-a
Definition: a Konfidenzbereich flir

P(u<a)=P(u>b)=E
Gesucht: a, b Grenzen des Konfidenzbereichs
LGsung: P(-y<e<+y)= 2@(y)—1 Ausgangsbeziehung

a) Umformung des Ungleichungssystems:

=121 Ny

(e} o
[—p
-y< <+y | ‘O
O

—-yo<l-u<yo |—l

—l-yo<-u<yo-I | Vorzeichenumkehr

I+yo>2u>l-yo | umordnen

l—yo<u<l+yo

b) Argument y der Verteilungsfunktion

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
111 University of Applied Sciences Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 75



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

1-a=20(y)-1
2—a=20(y)

= (D(y) = 1—% = yaus der Tabelle unter Vorgabe ®(y)="P

a=1-yo
b=I1+yo Grenzen des Konfidenzbereichs

Argument der Verteilung (Quantil) y wird mit Y1 , bezeichnet.
2

Symmetrie: Y ==Y ,

Beispiel: Gemessene Strecke / mit theoretischer Varianz 2
gegeben: [ =72,43m mit o =0,02m

gesucht:  Konfidenzbereich |P(a < u < b) = 1—a| fiir den Erwartungswert 4

Losung:  Zun&chst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit «

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (a = 0,05) :

O(y)=1-7 - 0975 _Tabelle 196

a=l-yo=72,39m
b=l+yoc=72,4Tm
P(72,39m < u <72,47m) = 0,95 = 95%

vyo=196-2cm = {

Irrtumswahrscheinlichkeit10% (« =0,10):

@(y)zl—%:o,% _ Tabelle , _ 164

a=l-y-c=72,40m
b=l+y-0c=72,46m
P(72,40m < 4 <72,46m) = 0,90 = 90%

y-o0=164-2cm = {

Zu einem schmalen Konfidenzbereich gehort eine grol3ere
Irrtumswahrscheinlichkeit o
= kleinere Sicherheitswahrscheinlichkeit S=7-«

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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8.2 Die x°- Verteilung

8.2.1 Definition und Rechenformeln

Gegeben: X (stochastisch unabhangige Zufallsgréfien)
X~N0,1) mitj=12,...f (f standard-normalverteilte ZufallsgréRRen)
/
xi=>.X: £ - Anzahl der Freiheitsgrade
j=1

;

fir die Summe ZXIZ gilt eine neue, eigenstandige Verteilung 7, die fiir die Be-
Jj=1

rechnung und Definition der Varianz von groRer Bedeutung ist.

. 2 .
Dichte der ¥ - Verteilung

(Ersatz der ZufallsgréRe > durch ¢ aus Griinden der Ubersichtlichkeit)

1()= [2’r(§ﬂ = exp(— éj HELMERT 1876 (entdecki)

t>0, Ofurz<0 PEARSON 1900 (fiir Statistik)
o 1—1
F(fj = J. t? exp(—ijdt Gammatfunktion
2 0 2
Wenige Freiheitsgrade = fklein = stark unsymmetrische Verteilung
Chi-Quadrat-Verteilung
0.3
f=1 ——
f=2 ——
=3 ——
f=4 ——
0.25 | ZZ -
=7 —
f=8 ——
f=9 —
| f=10
0.2 *‘J
g |
§ 0157‘
[a) ‘ / .
01l T
0.05 f \
| . \\\\\\ - \\\\\\\ o
o s —_—
0 5 10 15 20 25

Viele Uberbestimmungen = fgroR =  Bedingung des zentralen Grenzwertsatzes erfiillt
= Ubergang auf Normalverteilung
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Chi-Quadrat-Verteilung

0.14

0.12

0.1

0.08

Dichtefunktion

0.06

0.04

0.02

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fur />30: f(t)=e(y) , y= % Dichtefunktion gleicht immer mehr einer

Normalverteilung
22 ~N(f.2f) mit x=fund ¢’=2f

Fir zwei y*-verteilte ZufallsgroRen gilt:

fi
X5 =2.X! X=NO.1) i=12,..fi
i=1
) /o )
25, =2.X; X=NO.1) j=12...f3
=1
Jitfo

e +xs =D xt =%,  Additionssatz fir zwei -verteilte ZufallsgroRen
i=1

Verallgemeinerung:

2 2 2 2
X=Xyt Xy, Tt Xy

f=A+f+...+f,

Additionssatz fiir »”-verteilte ZufallsgréRen

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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8.2.2 Die Verteilung der empirischen Varianz

Empirische Varianz:  |s?

Empirische Varianz als Summe von » quadrierten, N(0,1)-verteilten Zufallsgrol3en &,

Man kann eine Verteilungsaussage (iber ¢ treffen, wenn wir auf normierte
wahre Abweichungen & (ibergehen

g =

‘i~ N(og)
O
o’ &2

2 f 2

2 0 o =2 _ 0O o

S Y AL
= f

mit / = Freiheitsgrade (=Anzahl der Uberbestimmungen) fir sgilt: f=n
fr v qilt: f=n-1

Allgemeine Beziehung:

aus zufallige Abweichungen:

aus Verbesserungen:

-

Hochschule Neubrandenburg
University of Applied Sciences
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8.2.3 Der Konfidenzbereich fur die Standardabweichung

Definition:

Gegeben:
Gesucht:

LOsung:

0.1

Dichtefunktion
o
o
o

Bereich beziehungsweise Intervall um den numerischen Wert der theo-
retische Standardabweichung, in dem sich die empirische Stan-
dardabweichung mit einer vorgegebenen Sicherheitswahrscheinlich-
keit S=1-a bpefindet. Er kann auch ausgehend vom empirischen
Wert berechnet werden.

Pla<o<b)=1-a

P(0'<a)=P(G>b)=%

Empirische Standardabweichung s mit Freiheitsgraden f
Grenzen a und b des Konfidenzbereichs

2

tiber die Beziehung z7 = fS—2 zwischen s” und 2
O

Chi-Quadrat-Verteilung

=9

/f(sz)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Beispiel:

2 2 2
vao/ S f 2 S Zf,l 0/ ‘ f N

2 2
Z o Z _a
L7 Wl | Kehrwert bilden
f-s° o f-s

2 2
f2 S oot fz i | Umstellen und Wurzel ziehen
va% lf 1_a2
f S . .
s > So<s- [—5— | Konfidenzbereich

Zf,l—% X, A

obere Grenze

Standardabweichung s aus Verbesserungen
gegeben: s =151lmm mit n=38

untere Grenze

gesucht:  Konfidenzbereich \P(a <o<b)=1- a\ fir die theoretische Varianz °

Ldsung: Zun&chst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (a =0,05):
s =151mm

2 2
Xy = X700 =1690
b8 fon_1_q _Tabelle  |%rs,

ij‘,l—% = 7572,0.975 =16,013

a=151mm - L =10,0 mm
16,013
= Grenzen :

b=151mm- ! =30,7 mm
1,690

P(10,0mm < o < 30,7mm) = 0,95 = 95%

= stark unsymmetrischer Konfidenzbereich (siehe Zeichnung)

1T ‘

Hochschule Neubrandenburg
University of Applied Sciences
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< Konfidenzbereich ———7

! | >
0 a=10,0mm s b=30,7mm

Die starke Unsymmetrie belegt, dass E(s*) = o* aber E(s) # o gilt.

Im Allgemeinen werden die empirischen Standardabweichungen
zu optimistisch abgeschatzt ( E(s) < o ); insbesondere bei kleinen 1!

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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8.3 Die t-Verteilung

8.3.1 Definition

Die #-Verteilung wurde 1908 von GOSSET (Pseudonym ,Student”; daher auch Stu-
dent-Verteilung) hergeleitet.

Ausgangspunkt ist die Realisierung / einer beliebigen N(u, o%)-verteilten ZufallsgroRe L.
Diese wird auf die Standardisierte Normalverteilung mit N(0, 1) transformiert.

I~ N(u,0°)
Ausgangspunkt: s_l-u_¢
(o2 (o)
£~N(021)

Die theoretische Standardabweichung o ist gewdhnlich nicht bekannt und wird daher
ersetzt durch die empirische Standardabweichung s.

p o lmm e, :
) < ¢ t-Verteilung
f Anzahl der Freiheitsgrade
bei der Bestimmung von s
2 2
ST >0 .
Grenzfall: foo = { _ = t-Verteilung > N(0,)
t, =&

fir unendlich viele Freiheitsgrade geht die t-Verteilung
in die Standardnormalverteilung tber.

Student- bzw. t-Verteilung

0.4

035

03

—h —h —h —h —h —h —h —h —h
1 T L A T T A
© 0O ~NOO UL, WN P

0.25

02

0.15

Formen der t-Verteilung f(x)

01

AL AR AT A AL AL ARSI
NNNNNRNRERR R R BP PR
ARWNRPOO®ONO®UNWNERO

0.05

-10 -5 0 5 10
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8.3.2 Der Konfidenzbereich fur den Erwartungswert u

Gegeben:

Definition:

Gesucht:

LOsung:

L~N(uwo?)  normalverteilt

o’ theoretische Varianz, unbekannt
U Erwartungswert, unbekannt
s empirische Varianz, bekannt

Pla<u<bh)=1-«

Konfidenzbereich fiir

P(y<a)=P(y>b)=%

Grenzen des Konfidenzbereichs

W

t1-an
| Ausgangsbeziehung
| symmetrische Verteilung
l—u .
|1, = einsetzen
S
Stf‘l%jzl—a | -8
—tfll_%-SSI—,uStfll_%-s)zl—a | -1
—l—tfyl%-SS—,US—Htf‘l%-s):l—a | (-1
l+tf'l%-s2,u21—tf‘l%-s)zl—a | umstellen

Konfidenzbereich

untere Grenze

obere Grenze

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Beispiel: Gemessene Strecke / mit empirischer Varianz s2
gegeben: [ =72,430m mit s=0,025n und f=7

gesucht:  Konfidenzbereich |P(a < u < b) = 1— | fiir den Erwartungswert 4

Losung: Zunéchst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Irrtumswahrscheinlichkeit o wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%, gesetzt

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (a =0,05):
Tabelle

tf,l,% =005 = 2,37
a=1 _tf,l_o/ -s=72,371m
ty o975 * S = 2,37 -25mm =59,25mm = T2
B b=l+1,,,, s=12489m
S 2

P(72,371m < 1 < 72,489m) = 0,95 = 95%

o Konfidenzbereich ——

.
| |

0 a=12,371m [:72.’430,% b=172,489m

*ﬁ
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8.4 Die F-Verteilung

8.4.1 Definition

Die F-Verteilung wurde 1924 von FISHER hergeleitet.

Gegeben: x? und y’ zwei stochastisch unabhangige, y*-verteilte ZufallsgroRen
/i
25 =25
';21 x;,¥; ~N(0)]) E(x;,y;)=0
Z?z = ny normalverteilt unabhéngig
j=1
f - Anzahl der Freiheitsgrade
2 2 2
Definition: Fo, = —" = = F-Verteilun
S N A J
Tabelle: Nur einseitige Quantile

8.4.2 Konfidenzbereich fur den Varianzenquotienten

. 2 N
Gegeben: Ve, —ﬁ-a—lz
i
2
2 S;
Xy _-](;_12
O-i
2
81
0 hi s
Xp 0y
2 2
e 52
2 f —5
2
2
fz Zﬁ

_ 2 2
i /o o, 5

| furi=1,2

| firi=1,2 (aus 8.2.2)

| Quotient

| Definition
| Einsetzen und Kiirzen

| Ergebnis

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2
o o : ,
q° :G—lz | Einfuhrung: Varianzenquotient
2
1 G :
F, . =_2_S_12 | Schreibweise mit Varianzenguotient
95
S2
2 . .
=1 = F,, =S—12 | Wichtigster Sonderfall |0} =o;
2

(Messreihen gleicher Genauigkeit!)

J)
A

F-Verteilung

___ Dichte von Fy, s,

®
NN
®

I/////////////Af///ﬂm, —

X
N T Fy, 1 1-012
Definition: Pla<q<bh)=1-a Konfidenzbereich fiir g= /0>
Gesucht: a b Grenzen des Konfidenzbereichs
LOsung:
P(FMZ% <F, . < Ffl,fz,l—%) =l-a | Ausgangsbeziehung

1 2
(flvfzv% g s’ ﬁ,.fzi—%J

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Umformen der Ungleichung:

1 S2 sz
< ~ < F 2
hte = g s2 T hREY | 52

| Kehrwert bilden

| Umstellen und Wurzel ziehen

Konfidenzbereich flr ¢ = o1

O,
F ist nich [liert!
fofon % st nicht tabelliert
Tabelle:
2 2
Foo=9 5
S fa 2 2
o, 5 - 1 _
2 g2 A
o s 1 F._ . 2
Py =2 )
G2 5 fids
PlF,, < F..i.) = 1-a F, . ., isttabeliert

= a geschickt wahlen

Konfidenzbereich flr ¢ = o
O,

untere Grenze

F fo i -7 ‘ obere Grenze

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Beispiel:

Messung eines Winkels durch zwei Messgruppen und Frage, ob die gleiche theoreti-
sche Genauigkeit o1 und o erreicht wurde.
gegeben: © s, =0,47mgon , n, =16 = f,=n-1=15

@ s,=0,69mgon , n,=7 = f,=n,-1=6

51 und s sind empirische Standardabweichungen der Einzelmessungen

Frage: ;Entstammen* die Messreihen derselben Grundgesamtheit?
Sind E(s1) und E(s2) bzw. o1 und o als gleich genau anzusehen?

Losung:  Zun&chst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit «

Irrtumswahrscheinlichkeit « wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%) gesetzt,
kann aber prinzipiell frei gewahlt werden.

Irrtumswahrscheinlichkeit 10% (« =0,10):

Tabelle | Trnaay = Fissoss = 39
—_—
Ffz,ji,l—% = Fyis00s = 2.8
S 1 Q, 1 y
Grenzen : ? Fif =%
S 0,47
b=1F = .28 = 114
S forhi =% 0,69

Bereich : P(034 < %1 < 114)= 090 = 90%

O,

7
7

A——  Konfidenzbereich ————¥]

| q

a=0,34 g=1 b=114

= q= S liegt im Intervalll
0>

= E(s1) = E(s2) bzw. 01 = o
= gleiche Genauigkeit ist durchaus maglich (darf angenommen werden)!

= der numerische Unterschied zwischen s; und s ist rein zuféllig (Ursache sind zu-
fallige Abweichungen)

-

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik

Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 89

University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (« =0,05):
Tabelle Ffl,_/'z,l—% = F15,6,o.975 = 5,27
B
Ffz,fl,lf% = Fyis0os = 342
=5 - g’g; 5127 = 030
S . a L )
Grenzen : ’ Sufe %)
s 0,47
b=—=-|F = —-—.,342 =126
s ffi=% 069
Bereich : P(030 < 2L < 126)= 095 = 95%
0,

8.4.3 Beziehungen der F-Verteilung zu anderen Verteilungen

a) Beziehung zur y*-Verteilung

2 2
(o} S . .
F,, =222 | Definition der F-Verteilung
1J2
o, 5

2
| %1

wenn f, = oo, dann wird s? = o’ :
Sz
2

. . . S
zusammen mit f=f"und s;=s sowie oy=c wird F, =

2

S
aus 6.2.2 ist bekannt ;& =f—
’ (o2

- Z;sz,oo

b) Beziehung zur #Verteilung

2 2 2
F,, = S—lz : S—Zz _ e l—f | Definition der F-Verteilung
2] 0, i X,
=1 2
wenn h }:> F,=f le und o} =o0.=0"
fz =f Xy
2_—2_«92 _(l_/")2
A= -2 2
(o2 (o2

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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2 S
Xr=J)—
r o g 1 of
Lf =f =T
o° f s
2
g
F o =—
L/ Sz
2
=t

c) Beziehung zur Normalverteilung

f oo

= too = \/F;Loo - N(O’l)l

Beispielhafter Tabellenvergleich:
a) zur g2-Verteilung
F, 005 =2:372

f ) F4,00,0.95 =4 F4,00’0,95 =9,488
= Zio.gs =9,488

b) zur ¢-Verteilung
Flapes = 7,709

Fl,4,o.95 =2,78

= o = 2,78
C) zur Standardnormalverteilung

F 00 =3.841

v Fleoes =1.96

= YVoors = Ly ogrs =1.96

| Vergleichswert aus Tabelle
| /=4 und a=0,05 (einseitiges Quantil)

| Vergleichswert aus Tabelle
| /i=1, =4, a=0,05 (einseitiges Quantil)

| /=4 und a=0,05 (zweiseitiges Quantil)

| Vergleichswert aus Tabelle
| fi=1, f3=00, 0=0,05 (einseitiges Quantil)

| f=o0 und a=0,05 (zweiseitiges Quantil)

Hochschule Neubrandenburg
University of Applied Sciences
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9 Der statistische Test

9.1 Grundziige der Testtheorie, Fehlschliisse 1. und 2. Art

Gegeben: L Zufallsgrolie
/ Realisierung
D;

Distribution (wohldefinierte, beliebige (Normal-)Verteilungen in der Form
DO(ILJO,O'S) oder DA(:uA’O-i))

Hypothesen: Nullhypothese: H,:L~D, (yo,aj)
Alternativhypothese: H,:L~D, (yA, ai)
H, annehmen H, ablehnen
Jx)

o) $,x)

W

X
Lo Ua
fx) Dichtefunktion der Verteilungen Do bzw. Da
wW Annahmebereich fir Hy (Ho wird als ,wahr* angenommen)
Vv Verwerfungsbereich fiir Ho bzw. Annahmebereich flir /74
Test: [ e W : Hop annehmen bzw. nicht verwerfen

/I e V . Hy verwerfen und stattdessen F annehmen

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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(LeW | Ho )=1-a=S§ Sicherheitswahrscheinlichkeit S, Signifikanzniveau 1-«  (wahr)
(LeV | Ho )=« Irrtumswahrscheinlichkeit (falsch)
(Wahrscheinlichkeit flir einen ,Fehlschluss 1. Art*)

(LeV | Ha )=y Testgite y = 1-5 (wahr)

(LeW | Ha)=p Wahrscheinlichkeit £ fur einen ,Fehlschluss 2. Art*) (falsch)

~Fehlschluss 1. Art“:  Hy wird verworfen, obwohl Hj richtig ist = falscher Alarm !
Lpeinlich”

»Fehlschluss 2. Art“:  Hy wird nicht verworfen, obwohl Hj falsch

ist und stattdessen /7 richtig wére = verschlafener Alarm !

sehr gefahrlich 11!

Ubersicht zu Wahl der richtigen Verteilung

theoretisch empirisch
11 bekannt 1 unbekannt
(6 /=) & 1)
’ (o, f=n)
Skalare Gro63en,
nicht quadratisch Yi-a tr1a
(z.B. Mittelwerte, Y1-a2 tr1-ar2
Differenzen)
quadratische Grofen 2 E
(z.B. Varianzen X 1-a A2la
und Vektoren) X 1-al2 Frpsa
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9.2 Signifikanztest fur die Differenz zweier Zufallsgréfen (Nor-
malverteilung)

9.2.1 Ein- oder zweiseitige Fragestellung

Gegeben: L ~N(u,0?) normalverteilte Zufallsgrof3e mit ihrer Realisierung /4
L, ~ N(u,,07) normalverteilte Zufallsgrolze mit ihrer Realisierung /»

Nullhypothese: Hy =,
. Hptpty > 4 ) L o
Alternativhypothesen: ) mit H; einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung
Hpy oy # 1y
Af(x) Prinzip der zweiseitigen Fragestellung

/ ) X }
w’ o y2’)
Andere Schreibweise mit der Differenz der beiden Gréfen:
Definition: D=L,-L]| normalverteilte ZufallsgréBe mit ihrer Realisierung |d =1, — 1,
ED)=E(L,)-E(L)=p, — 1, = u, Erwartungswert der Differenz
Nullhypothese: H, :d=E(d)
Al vh " H, :d>E() _ o o
ternativhypothesen: Hy d+E (d) mit Ha, einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung

In der Regel ist interessant, ob die Erwartungswerte identisch sind (4, = u,). Das ist genau dann der
Fall, wenn E(d )=0ist. Also kann ,gegen Null* getestet werden::

Nullhypothese: H, :E()=0
Al ivh h H, E(d)>0 . o —
ternativhypothesen: H,, E(d)#0 mit Ha; einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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9.2.2 Signifikanztest fur die Differenz zweier Mittelwerte bei bekannten theoreti-
schen Standardabweichungen o; und o;

Gegeben: D=L,-L, Zufallsgrolie (normalverteilt) ist die Differenz
d=1,-1 Realisierung der Differenz
ol =0l +0) Varianz der Differenz (3 und o, sind unkorreliert)
d .
Testgrole: y= o ,Wert durch Standardabweichung*
d
Hypothesen: H, 1E(d)=0
H, :E(Y)=0 =|y~N(021)
H, 1E(d)=u,|
H, (Eq)=*1_3 =|y~N (1)
Oy
- d . .
y=—=9, Nichtzentralitdtsparameter
Oy

Einseitige Fragestellung

Quantil: v, , aus Tabelle

y<y., = H,nichtverwerfen
Entscheidung:

y>y., = H, verwerfen

P(y > Vg | Ho): o Irtumswahrscheinlichkeit o

a=0,05 (Signifikanz)
a=0,01 (Hochsignifikanz)

P(y>J’1—a| HA):7 Testqite 7:1_ﬂ:1_q)(y17a_5;)
Verteilungsfunktion ® von y
Anwendung: Fall a): d gegeben und y gesucht ~
Fall b):  » vorgegeben (oft y =80%) und d gesucht

Hochschule Neubrandenburg Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
I University of Applied Sciences Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 95



96

Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

Einseitige Fragestellung

H, annehmen H, ablehnen

@y @,

4

y

Zweiseitige Fragestellung

Ha ablehnen <— HG annehrnern—— Ho ablehnen

N g, @,

W ST

/
/o3
Pe //69 1°#

+0,1

/o0y
©) y
—Yl,% 0 Yl_% ;
d 'y
S=(01-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
y=(1-p : Testgute
a. Irrtumswahrscheinlichkeit fur Fehlschlul3 1. Art
,falscher Alarm*“
: ahrscheinlichkeit fur Fehlschlufd 2. Art
Wahrscheinlichkeit fur Fehlschlu3 2. A

,verschlafener Alarm*“
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Zweiseitige Fragestellung

Quantil: Vigy = Ve, AUS Tabelle

NESA o, = Ho nicht verwerfen
/2
Entscheidung:

|J/|>y1_% = H, verwerfen

P(|y| >V, | Hoj =a  Irtumswahrscheinlichkeit o
2

a=0,05 (Signifikanz)
a=0,01 (Hochsignifikanz)

P(|)’|>y1%| HA)=7’ Testglte 7:1_ﬂ:1_[®()’1,%_)~’)_q)(y%_;)”
T e e |
Verteilungsfunktion ® von y
Anwendung: Fall a): d gegeben und y gesucht _
Fall b):  » vorgegeben (oft y =80%) und & gesucht
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9.2.3 Signifikanztest fur die Differenz zweier Mittelwerte bei unbekannten theore-
tischen Standardabweichungen o; und o

Gegeben: Lyund L, Zwei ZufallsgréBen (normalverteilt)
I '
L L . .
L=|.]L=|. Realisierungen (Messreihen, Beobachtungsvektoren)
L, L
A L, B

L~ N(:ul’o-lz)
L, L2~N(:u2!622)
/I

2 2 2
D=L,-L, Op'=01"+03

Frage: Hat sich der Abstand D signifikant verandert? (bzw. L,=L,?)

D=L,-L, Differenz ist eine normalverteilte Zufallsgréie
d=1,-1 Realisierung der Differenz
oh,st,s Varianzen (noch zu bestimmen bzw. zu priifen)
E(D)=d =E(L,) - E(L) = p, — 4t = 4,
D~ N(,ud , 0'5)

Nullhypothese: Hy =, H, :E(d)=0

Alternativhypothesen: H,w<u, H, E)>0 einseitige Fragestellung

Hp, wm#u| |H, EWd)#0 zweiseitige Fragestellung

Hier wird eine Fallunterscheidung notwendig werden, ob die beiden Messreihen /; und
I, gleiche Genauigkeit besitzen oder nicht bzw. ob c1’=c,* (Frage, ob /; und /, dersel-
ben Grundgesamtheit entstammen oder nicht).

Zunachst einmal werden in a) die empirischen Mittelwerte und in b) die empirischen
Standardabweichungen fir /; und /, berechnet. Bei der Berechnung der Standardab-
weichung der Differenz erfolgt die Fallunterscheidung in c).
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a) Berechnung der empirischen Mittelwerte

_ 1 m 1
' n, ZL: ’ ny 1 ”11vl .
O] L 1 Mittelwerte
L==> I'="—"-¢" -1
2 nz JZ; J n2 ny,1 n22’1
@ |d=1,-1 empirische Differenz

b) Berechnung der empirischen Standardabweichung der Mittelwerte

v =h=lpomit i=12,m Verbesserungen
vz‘/=lz—l;' mit  j=12,---,n,
vi,=¢ Z_l -1
mi il md
©) - Vektoren der Verbesserungen
v,=e-[,—1,
ny,l 1.1 ny,l1
1 111 1
sf= V= =yt Ly,
ny -1 i=1 f;L Im  ml . .
@ L ) Varianzen der Einzelwerte
2
2 2 T
S, = 12"2;:_"'2 L)
ny =L = f2 Lnp  mpl
fi=n-1 f,=n,-1 Freiheitsgrade der Messreihen /; und
S2 S
® sl—f =-L si =z Varianzen der Mittelwerte
ny n,

c) Standardabweichung der Differenz

cl)
c2)

2 _2
o1 =02
612¢622

Fallunterscheidung: Messreihen mit gleicher Genauigkeit

Messreihen mit mdglicherweise ungleicher Genauigkeit

cl) Standardabweichung der Differenz bei gleicher Genauigkeit oy’=03"

E(sf)=o07y =E(s;)=0;,=0"

gleiche Genauigkeit

— Schatzwert s> fiir o wird aus beiden Messreihen gemeinsam berechnet:

Ty o4vl. 24 f g2

®y |s° = Vi Vit VooV fitSit oS gewichtetes Mittel (s;* fir Einzelwerte)
(it 1) (/i + 1)

@y |f=f+1s Gesamtzahl der Freiheitsgrade

1T ‘

Hochschule Neubrandenburg
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2 2
O o
E(s*) = o? = o’=—bw. o} =—
1 2
n n,
_7 _7 2 2 2
d=1,-1, = 0,=0, +0;
1 1
= o) =0’ -(—+—
n, N,
1 1
= o,=0 |—+—
nn
1 1 , : ) N
®y |5, =85 |[—+— Varianz der Differenz (Schatzwert s, fir oy)
n,n,

c2) Standardabweichung der Differenz bei ungleicher Genauigkeit o0,
(,BEHRENS-FISHER-Problem*)

Fur das BEHRENS-FISHER-Problem ist keine strenge Losung bekannt = N&herungslésung nach WELCH

® |s3 = Sizl + sl—z2 Varianz der Differenz (s7 ;7 fur Mittelwerte)
1 )
Oy lff=er = A £ =int(f"
Ve ey T 7
i S

Gesamtzahl der Freiheitsgrade mit ,int(")“= Interger (groBte ganze Zahl < f7)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2017/2018 und SS2018 111 University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik 2017/2018

d) TestgrolRe
Ab hier wieder identische Berechnung fiir beide Félle

O |t=— Hy py=p, t~t, TestgroRe folgt #-Verteilung

A

0

()
.

= >
Uar 0  f1a brae
“lf1an
S=(1-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
a: Irrtumswahrscheinlichkeit einseitig
2-(al?2) : Irrtumswahrscheinlichkeit zweiseitig
Hpy gy <ply | Hpy gty # 1, Bemerkung
t= 4 t= 4 TestgroRe
Sy Sy
i oay a vorgeben = Tabelle Test
1<t,,, < e H, annehmen
1>t 1> e H, verwerfen

9.2.4 Signifikanztest eines Mittelwertes X gegen einen Erwartungswert g,
bei bekannter theoretischer Standardabweichungen o

Zufallsgrofe

Gegeben: X
x mit o (f. =) Realisierung mit ihrer theoretischen Standardabweichung
U, Erwartungswert gegen den X zu testen ist
Nullhypothese: H,:E{x}=u, Hy:E{x}—pu, =0
Alternativhypothesen:  |H ,,: E{X}> u, H,:E{x}-u >0| einseitige Fragestellung
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TestgroRe:

Quantil:

Entscheidung:

#0

HA2:|E{)_C}|¢1U;; HA2:|E{)_C}_qu

Aus Tabelle (einseitig 1-c

= H,annehmen (H , verwerfen)
= H,verwerfen (H , annehmen)

= H,annehmen (H , verwerfen)

= H,verwerfen (H , annehmen)

zweiseitige Fragestellung

Testgrole folgt Standard-Normal-Verteilung

bzw. zweiseitig 1-c/2)

einseitige Fragestellung

zweiseitige Fragestellung

9.2.5 Signifikanztest eines Mittelwertes X gegen einen Erwartungswert g,
bei unbekannter theoretischer Standardabweichungen o

einseitige Fragestellung

zweiseitige Fragestellung

einseitige Fragestellung

zweiseitige Fragestellung

Gegeben: X ZufallsgroRe
X mit s_und f- Realisierung mit ihrer empirischen Standardabweichung
y7n Erwartungswert gegen den X zu testen ist
Nullhypothese: H,:E{x}=u, Hy:E{x}—pu, =0
Alternativhypothesen:  |H ,,: E{X}> u, H,: EX}—pu >0
HA2:|E{)_C}|¢IUX HA2:|E{)_C}_,Ux #0
n X — :le .
TestgroRe: L= . H,:t~t, TestgroRe folgt +-Verteilung
Quantil: ff,l_a 4 1 Aus Tabelle (einseitig 1-a bzw. zweiseitig 1-c/2)
T2
_ { < t;,, = Hyannehmen (H , verwerfen)
Entscheidung: a7
t>t,,, = H,vewerfen (H , annehmen)
f<t = H,annehmen (H , verwerfen)
1A
{|>t , = H,vewerfen (H , annehmen)
1A
2
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9.3 Signifikanztest fur Standardabweichungen

9.3.1 Vergleich zweier empirischer Standardabweichungen

Gegeben: empirische Standardabweichung s; mit f; Freiheitsgraden
empirische Standardabweichung s, mit £, Freiheitsgraden

E(s;)=07| |E(s;) =03

Nullhypothese: H,.0,=0,=0 TestgroRe folgt /~Verteilung |H,: F ~ F,
Alternativhypothesen: H,: o0 >0, einseitige Fragestellung
H,: o #0, zweiseitige Fragestellung
S2 N 1
TestgroRe: F= S_lz Reihenfolge |51 > S2 ] damit TestgroRe F >1
2

)
A

F-Verteilung

/ Dichte von Fy, s,

1 -
0 Ffl Yf? ’0‘/2¥ Ff? zf‘l 1-0/2 Ff1 Yf? e Ff1 Yf? ’l-alz
S=(1-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
a: Irrtumswahrscheinlichkeit einseitig
2:(al2) : Irrtumswahrscheinlichkeit zweiseitig
Die untere Grenze ist zwar als F = zu berechnen, wegen der Forderung s, > s,
Iure% Ffz f11-24

(TestgréRe F 21), ist aber nur die obere Grenze fir die Durchfiihrung des Tests von Interesse.

H, ol >0} | Hy, 0l #0; | Testregel,Bemerkung
2 2
F= i—lz F= ::—12 Testgrofze (mit s, > s,)
Test: ? ?
Fri e E, a1 a vorgeben = Tabelle
F<F, F< FH/ H, annehmen
F>F_, F>F, H, verwerfen
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9.3.2 Vergleich einer empirischen und einer theoretischen Standardabwei-

chung
Gegeben: empirische Standardabweichung s mit f* Freiheitsgraden
theoretische Standardabweichung o mit oc Freiheitsgraden
Anwendung - Test einer empirischen Standardabweichung gegen eine Herstellerangabe
- Vergleich einer ,a priori“-Aussage mit der ,a posteriori*-Gré3e einer Ausgleichung.
Nullhypothese: H, E(s*)=0" TestgroRe folgt F-Verteilung |H, : F ~ F,,

Alternativhypothese:  |H ,: E(s?)>o? einseitige Fragestellung bei s > o (sonst umgekehrt)

TestgroRe: Reihenfolge damit TestgroBe F>1
Quantil: F fool-a Aus Tabelle bei s > o (sonst Indices oc,f* tauschen)
F< F, .1, = Hyannehmen
Entscheidung: ~
F>F, ., = H,annehmen
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9.4 Signifikanztest flr Korrelationskoeffizienten

9.4.1 Test eines Korrelationskoeffizienten — ,empirisch, zweiseitig gegen 0*

Empirischer Korrelatio

nskoeffizient, ,zweiseitige Fragestellung“ gegen Null

gegeben : r mit f
a=0,05 = "signifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
Eiri=0  bzw. =0
Hypothesen ; 0 r} P
A0 Efr}z0 bzw. p=0

TestgriRe: |f|=

Mit f =n—2 bei zwei MeRreihen

—-r
A
Quantil .t , Wertder"Student"- Verteilung (z.B.aus Tabelle)
f1-2
’ 2
Entscheidung: ‘f‘gt . = Hgannehmen (H, verwerfen)
115
{|>Y = H, verwerfen (H, annehmen)
115
2
9.4.2 Test eines Korrelationskoeffizienten — ,empirisch, zweiseitig gegen py # 0*
Empirischer Korrelationskoeffizient, ,zweiseitige Fragestellung® gegen oo # O bei bekanntem Erwar-
tungswert
gegeben : rmit f
a=0,05 = "signifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
H,: Eyi=p
Hypothesen:  ° =
Ha E{r} Z Po
- [finznze) T
TestgroRe: |¥V|="————2/ bzwbei p,=0: |V|=2—L
‘ }/\/ﬁ n—3
Quantil : Yl—ﬁ Wert der " Standard - Normalverteilung" (z.B. aus Tabelle)
2
Entscheidu ng : Y|<Y . = Hgannehmen (H, verwerfen)
1-=
2
Y|>Y , = H,verwerfen (H, annehmen)
1-=
2

Hochschule Neubrandenburg
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9.4.3 Test zweier Korrelationskoeffizienten — ,,empirisch, zweiseitig*

Empirische Korrelationskoeffizienten, ,zweiseitige Fragestellung” gegeneinander
gegeben: 7, mit n, und 7, mit n,

University of Applied Sciences

a=0,05 = "signifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
Ho: Elsj=Elnl bzw.  p=p,
Hypothesen:
Ha E{’"l};tE{’”l} bzw. o # p,
. (In 1+n N In l+r2)
TestgroBe @ |V|=|2 11"1 1 ol
ny =3 + ny—3 ‘
Quantil Y o, ~Wertder"Standard - Normalverteilung” (z.B. aus Tabelle)
Entscheidu ng : Y|<Y , = H,annehmen (H, verwerfen)
1-=
2
Y|>Y , = H,verwerfen (H, annehmen)
o
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9.5 Quadratische Tests mehrdimensionaler Grof3en (Vektoren)

Gegeben:

Anwendung

Beispiel:

zwei Vektoren X; und X, mit lhren Genauigkeitsangaben in Form der zugehdrigen
Kovarianzmatrizen Zxx, und Zxx,. oder der Kofaktormatrizen Qxx, und Qxx, inklu-

sive der Standardabweichungen der Gewichtseinheit ,a priori“ op mit f=oo bzw.
,a posteriori* so mit Freiheitsgraden f; und f5.

Vergleich der beiden Vektoren X; und Xj, ob sie sich signifikant unterscheiden bzw.
Test des Differenzvektors d = X; - X, auf Signifikanz.

Einfache Form der ,Deformationsanalyse®, wenn die beiden Vektoren X; und X, die
Koordinaten mehrerer Punkte eines Uberwachungsnetzes enthalten, die in der Epo-
che 1 und der Epoche 2 unter identischer Konfiguration gemessen wurden. Voraus-
setzung ist, dass beider Vektoren X; und X, der gleichen Grundgesamtheit entstam-

men (gemeinsames o oder ,in einem Guss* gemeinsam ausgeglichen).

P1(y1.x1)

O
Pl)(yl”xp)
ol s oA s 5 > i
Epochel : X11=[y£ o9& o 3, &) mit Qg
u, u,u
.7 -~ e 5 ” » ” i
Epoche 2 : X12=[y1” B VS R x;] mit - Qgs,
u, uu

Beispiel: Die Vektoren X; und X; enthalten die
Koordinaten von p Punkten (u=2p)

X Qi Qs

X — H'l mlt Q = uu u,u

at X, 2u% Q)”o”(zl QXXz
u,l uu uu

Beispiel flir das Ergebnis einer gemeinsamen Aus-
gleichung in ,einem Guss" X; und X, sind Subvektoren
Kofaktormatrizen Qxx, und Qxx, sind Submatrizen

Bilden des Differenzvektors d = X - X, sowie seiner Genauigkeitsangabe Qgqq mittels FFG:

A

ul

)u(ll mit QXXl R "
g uu _ _ 1 — o A — N — .~
% mit 0 = :11 =X,-X; mit Qg Qxx1+ Qxxz QXX12 QXX21
2 X2 ' ul ul u,u uu uu uu uu

uu
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9.5.1 Test quadratischer Form — theoretisch (bei oy’)

Bei dem Beispiel einer einfachen Deformationsanalyse ist davon auszugehen, dass die Vektoren X; und
X einer freien Netzausgleichung unterzogen werden und somit Singularitaten zu beflirchten sind. In ei-
nem solchen Falle wird die Pseudoinverse Qjq Statt der Inversen Q §q zu bilden sein.

H,: Eds=0
Hypothesen:  ° ta)

H,: E{d}=0

a=0,05 = "signifikant"
) R d’-0*. -d a=0,01 = "hochsignifikant"
TestgréRe: :L;d
Oy
Quantil . l;,lfa Wert der " Chi - quadrat - Verteilung"

mit g = Rg(Q:;d)= u-d (z.B.aus Tabelle)

Entscheidung : 2°<xi ., = Hyanehmen (H, verwerfen)
72> xk ., = H,verwerfen (H, annehmen)

Wenn Q,, regulér ist, wird statt mit Q;,direkt mit Q; gerechnet

9.5.2 Test quadratischer Form — empirisch (bei sy’, fi und f)

Bei dem Beispiel einer einfachen Deformationsanalyse ist davon auszugehen, dass die Vektoren X; und
X einer freien Netzausgleichung unterzogen werden und somit Singularitaten zu befirchten sind. In ei-
nem solchen Falle wird die Pseudoinverse Qjq Statt der Inversen Q §q zu bilden sein.

H,: E{d}z 0 2 2
Hypothesen : 0 ~ 8o fi e, S
P H,: Eldl=0 AT T
Testgrofe : }’;‘1 _ d' 'Q:;d -d a=0,05 = "signifikant"
q -Sg a=0,01 = "hochsignifikant"
Quantil . Fq,f,lfa Wert der " Fisher - Verteilung"
mit ¢ = Rg(Q:;d ) = u-d (z.B.aus Tabelle)
Entscheidung: F< F, ;1. = Hyannehmen (H, verwerfen)
F> F, 1, = Hyverwerfen (H, annehmen)

Wenn Q,, reguldr ist, wird statt mit Q,direkt mit Q; gerechnet
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